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篥—昌 


曲线论 


§1向量函数 

在本书的学习中，要广泛地应用向量分析的知识，因此在这里 
对向量分析的基本内容作简单扼要的介绍. 

首先介绍向量函数的概念. 

给出一点集 G ， 如果对于 G 中每一个点 I ，有一个确定的向量 
r 和它对应，则我们说，在 G 上给定了一个向量函数，记作 

r = r ( x ) ,x 6 G . 

例如，设 G 是实数轴上一区间则得一元向量函数 

r = r ⑴ • 

设 G 是一平面域， U ， W 6 G ， 则得二元向量函数 

r = r ( u , v ). 

设 G 是空间中一区域，（:^>幻60，则得三元向量函数 

r = rix ^ y ^ z ). 

正如数学分析中对实函数所讨论的那样，我们也对向量函数 
引进极限、连续、微商和积分等概念. 

1.1 向量函数的极限 


设 r ( Z ) 是所给的一元向量函数，是常向量（即长度与方向都 
固定的向量），如果对任意给定的 e >0, 都存在数纟>0,使得当0< 





f ―耗 I 时 


I r(t) — a I < e 

成立，则我们说，当时，向量函数 Kz ) 趋于极限 ( i .记作 

limr (^) = a. (1. 1) 

有关数量函数的极限性质，都可以推广到向量函数的情况，从 
而得到类似的命题. 

命题 1如果 KO 和 sG ) 是两个一元向量函数， AU ) 是一个实 
函数，并且当 t — t 0 时这些函数的值趋向极限 

r{t) -► a ， s(Z) — byXit ) -► m, 

即 I rO ) _a I —0, I s(t)~b \ —0, \\U)—m \ — 0,则有 

(1) 两个向量函数之和（差）的极限等于极限之和（差） ： 

r(t) ± s(t) - ► a±b. 

(2) 乘积数量乘向量）的极限等于极限的 乘积： 

X(t)r(t) - ► ma. 

(3) 数量积/ *( r ) • 〆 /)的极限等于极限的数 量积： 

r(t) • s(t) - > a • b. 

(4) 向量积 /* U ) XsQ ) 的极限等于极限的向 量积： 

r(t) X s(t) - ► aX b. 

证明 这些命题的证明原则上和数学分析中关于实函数所对 
应的命题的证明没有什么区别. 

(1) | ( r ( f ) 士 s (0 ) — (£1±办） | 

= | (/■⑴ 一 a ) 士 （ s ⑴一办） 

^ | r(t)~a | + | s(t)—b | , 

当 t -^ to 时，由已知条件|/•⑴ 一 a |— 0, | s ⑺一办 I — 0,有 

| (r{t) ±sO)) — (a±ft) | - ► 0, 

即 r (0± s (/) - 士 ft. 

(2) 作出向量的差 

X(t)r(t) — ma = A ⑴ （r ( 广） — a) + (A(/) — m)a ， 

由此得出 

、2、 



I X ( t ) r ( t ) — ma | ^ |A ⑴ | | r ( t ) — a | + |A ⑴一 m | | a |， 
当 /—L 时，由已知条件 I r ( t)—a I - ► O , 丨 A (/) — w I -►() 及 

| A (0|— | m |，| ci | 是常数， 

有 


即 


X(t)r(t) — ma - ► 0, 


X(t)rit) - ► ma. 


(3) 作出数量差 


r(t) • s(t) — a • b = (r(t) — a) • sit) + (sit) — b) • a, 

由此得出 

I r(t) • s(/) — a • (r(t) — a) • s(t) | + 

( 12 ) 

l(s(t)-b) . a|. • 

因为任何两个向量 P 、 g 的数量积 p 0 g = I pi I g I cos ( A ) ，所以 

\p • q\< \p\ \q\- 

因此，如果 p 趋于零（即 Ip 1—0)， 而 g 趋于确定的极限…（此时有 
kl — 1^1)，那么不等式的右边趋向于零.这时有 

Ip mI ― ^ o . 

因而当〖4/0时，我们由已知条件 

| r(t) — a I- ► 0, I s(，） I- ► | 厶 | ， 

知不等式 （1.2) 右边第一项有 

| (r(t) — a) • s(t) I - ► 0 ， 

同理 

(s(t) — b) • a I - ► 0. 

于是得到 

I r(t) • sit) — a • b\ - ► 0 ， 

即 

r(t) • sit) - > a • b. 


(4) 作出向量的差 


r(t) X s(t) — a X b =(r(t) — a) X sit) + 



由此得出 


a X ( s ( t ) — b ) ， 


r ( t ) X sit ) — a X b \^. | ( r ( t ) — a ) X s (/) | + 

|a X ( s ( t )- b ) |. (1.3) 

因为两个向量 p 和 g 的向 M 积的模 | pXg | = | p | | g | • 

I sin (G) I ， 所以 I pXg I < I p I I g I • 因此，如果 I p I —0, 而 I g I 趋 
于确定的极限，则 | pXg |—0. 

把这个结论应用到不等式 （1.3) 的右边，便有当 t — t Q 时，由 
已知条件可得到 


r(/) X sit ) — a X ^ I 0, 
即 

r ( t ) X s ( t ) - ► a X b . 


1.2 向量函数的连续性 

有了向量函数的极限概念，我们就可以引进向量函数的连续 
性概念.给出一元向量函数 rG )， 当 t ^ t 0 时，若向量函数 r (/)- 
r (心），则称向量函数/ *(/) 在 ~ 点是连 续的. 

利用极限的定义，我们把向董函数 K /) 在&连续的定义可表 

示为 

limr ( r ). = r ( t 0 ). 

卜， 0 

如果 K /) 在区间 t « t 2 的每一点都连续，则称 r (/) 在区间 
t « t 2 上是连续®的. 

利用命题1的结果，我们可以 得到： 

命题 2如果 r (/) 和 s (/) 是在点 ~ 连续的向 M 函数，而 A (/) 
是在点〜连续的实函数，则向 M 函数 r (/)±； s (/)， A (/) r (/)， r(/)X 
s (/) 和 实函数 r (/) • s (/) 也都在点 / u 连续（把命题中 的点& 改为 


①在端点£=0和 t = t 2 处指的是右连续和左连续. 




区间 t « t 2 时，命题也成立）. 


1.3 向量函数的微商 


设 r (/) 是定义在区间上的一个向量函数.设 
to ^ 2 ) ，如果极限 


lim 

A/ -^0 


r (/ 0 + A /) — r ( t 0 ) 

At 


存在，则称 r (/) 在&点是可微分的，这个极限称为 r (/) 在~点的 


微商（或导矢），用或， u ) 表示，即 

； 0 



= r ’（/ 0 ) = lim 

A /— 0 


r ( t 0 + At ) — r ( t 0 ) 

At 


如果 〆 /) 在某个开区间的每一点都有微商存在，则我们说 


r (/) 在此区间内是可微的或简称向量函数 r ( Z ) 是可微的，它的微 
商记为 r ( t ). 

对于向量函数的微分法有以下 命题： 

命题3设/*(0,5(/)，1/(/)分別是可微的向量函数4(/)是可 

微的实函数，则义（，）/*0)，厂（/)土5(/)，/*(/)父5(/)， 〆 ？）* S (/)， 

( r ( Z )， s (/), !/(〖））都是可微的，并且 

( Ar) r = A〆 + AV , 

( rzts ) / = 〆 士 s ’ ， 

(r X s) f = / X s + r X s \ 

(r • s) f = r • s + r • s \ 

( r , Syu) f = ( 〆 ， s ， m ) + ( r ， s ’， m ) + ( m /). 

这些公式的证明和数学分析中实函数的对应公式的证明相 
似，但是应该注意的是向量的向量积和混合积跟向量的次序有关， 
不能把次序任意交换.作为例子，我们证明后面三个结果. 


(rX lim r (^ + A .) Xs(r + AO - r (/) Xs (/) 

A/-^0 △/ 



— ii m 丨 [ 广 (/十 一 r(/)] X s(/ + A/) + 
r(t) X [s(，+ △，） 一 s ⑴]' 

M I 

= lim r( ，+ △广 r( ，) X lirmG + △/) + 

A/—0 △/ A/—0 

limr(/)Xlim s(/ + ^ ) ~ s(/) 

A/-^0 A/-^0 L^t 

= r(t) X sit) + r(t) X s\t). 

( 、/ r r(^ + A/) • sit + /\t) — r(t) • sit) 

(r • s) = lim - - - 

A/—0 △/ 

• s(t + Ar) 十 

/*(，）• [ s (/ + A /) — s (/)]) 

△/ / 

=lim 〆’ + △? ■ —”(’) • i ims( ，+ △，）+ 

i - f 备、 i . s( / + At ) — sit) 

limr(/) • lim - - - 

A/—0 A/—o 

= 〆（/)• s(t) + r(t) • s'(t). 

由上面的结果可以得到 

(r ， s ， M)’= [(rXs) • m]’ 

=(r X s) r • m + (r X s) • u 
=[r’Xs + rXs'] • m + (r X s) • u 
=(f’Xs) • m + (r X s') •m + (/*Xs)m / 

=(〆 ， s ， m) + (r ， s’ ， w) + (f ， S ， M’）. 

向量函数/ * U ) 的微商 〆 （/) 仍为 z 的一个向量函数，如果函数 
/ ^(/)也是连续的和可微的，则 〆 （/)的微商 r "(/) 称为 r (/) 的二阶 
微商. 类似地可以定义三阶、四阶等等的微商.在区间[~，/ 2 ]上有 
直到々阶连续微商的函数称为这区间 上的& 次可微函数或 C A 类 
函数 ，连续函数也称为 C 类函数，无限可微的函数记为 （ T 类函 




数.解析函数记为 o 类函数. 

设 q ， e 2 ， e 3 是笛卡儿直角坐标系的三个基向量，向量函数 
r ( Z ) 可以表示为 

r ( t ) = x ( t)ei + y ( t ) e 2 + z ( t ) e 3 > 

所以每一个向量 函数/ •(/) 与三个有序实函数组 U ( z ), 〆 /)，=(/)丨一 
一 对应. 

命题4 如果向量函数 K /) 在 [/, ，/ 2 ]上是 e 类函数，则向量 
函数所对应的三个实函数1(?)，3^/),2(/)在[/ 1 ，/ 2 ]上是（^类 
函数. 

证明 将 r ( t )= x ( t)ei + y ( t ) e 2 + z ( t ) e 3 两边点乘 q 得 

x ( t ) = r ( t ) • e x . 

由于 ☆ 是常向量，而 r ( z ) 是 C 类函数，所以 h /) 是 C 类函数. 

同理可证 〆 /)，玖〖)是类函数. 

1.4 向量函数的泰勒 （ Taylor ) 公式 


定理设向量函数 K /) 在[&，& + △/]上是 C ? +1 类函数，则有 


泰勒展开式 


r (/ 0 + △，） 


( A /) 


(/o ) + △/〆 （/o ) + 


(△/) 

~TT 


Qo ) + …+ 


n\ 


(to) 


(At) 


(w + 1)! 


[r(#"(/。）+€(&，△/)] 


其中 △/-^0 时， e (/。，△/)—^0. 


证明向量函数/ •(/) 可表示为 


r(t) = x(t)ei + y(t)e 2 + z(t)e 3 . 

由已知条件在[心山 +△/] 上有 /* u ) ec N +1 ，所以在[>。，〜+〜]上 
有根据实函数的泰勒公式得知 


x(t 0 + A/) = x(t 0 ) + A/o-'( / 0 ) + 


(△/) 

"TT 


⑹+…十 


(△，) 

TT 


(to) 


(△/) 


(x (irfl) (i 0 )+e,(/o ， A/)) 


(n + l)\ 



yGo+A/) = yit Q ) + Aty f (t 0 ) + 


(At) 


/⑹+…十 


( At) n (A/)^ 1 

㈤ ⑹ + ! 」 ： 、 -- : ( y — 




n 


(n+l)\ 


( 广 0 ) + £2 ( 广 0 ， △,)) ， 


z(t 0 + At) = z(t 0 ) + Atz ； (t 0 ) + 


(△，) 

TT 


z\to) + 


參 ## 


(△/ 广 


z ^( to ) + 


(At) 


n +1 


n 


U + l )\ 


+ e 3 ( t 0 ^ O ). 


把上式分别乘以 h，e 2 ，e 3 再相加，则得到所求的向量函数的泰勒 
公式 


r(t 0 + △/) = r(/ 0 ) + Atr f (t 0 ) 


(△/) 2 " 

- r 

2! 


⑹+…十 


(△/广 


n) (to) 


(△/) 


rrf 1 


n 


n+l)\ 


[ r (frfl) (/ 0 > + e (^ o ， A /)] 


当时，我们就可以把它展成泰勒级数，即 


r (/ 0 + A/) = r(t 0 ) + Atr f (t 0 ) + 


(△，） 2 ,, 

- r 

? t 


⑹+…十 


(A/) n 


( n ) 


( to ) 


n 


+ 


• • # 



上述泰勒级数是收敛的. 

1.5 向量函数的积分 

向量函数的积分的定义和实函数的情形相同，即 


r ( t)dt = lim 公 r ( f ; )(/, — /,—])， 

J « I = 1 

其中 a = t 0 , t ^-, t n . } , t n = b 表示区间[…幻的分点， f , 是区间 
(G-i ，/,)中的任一点，当 W—oo 时， I ti — ti-i 1—0. 

如果向量函数 r(/) = x { t ) e x + y { t ) e 2 +z(/)e 3 是可积的，则有 


r(t)dt = 

a 


V; 

+ y(t)e 2 + z(t)e 3 )dt 

a 



e\ 


(t)dt + e 2 


y(t)dt + e 3 




即 


( t)dt 


x ( t)dt + 


y ( t)dt + e 3 




由此可得出有关向量函数积分的 命题： 

命题 5 如果向量函数/*(〖）是区间[〜6]上的连续函数，则 


积分 


⑴山 


存在，并且 


1° a < c<b 时有 


r ( t)dt 


( t)dt + 


(Odt 


2° m 是常数时有 


mr ( t)dt 


3°如果 m 是常向量，则有 


r ( t)dt 


( t)dt 




X r ( t)dt 


X 


r ( t ) dt . 


4° 


_d_ 

dj ： 


r ( t)dt 

a 


=r(x). 


证明向量函数可以表示为 


r ( t ) = x { t ) e x + y ( t ) e 2 + z ( t ) e 3 . (1.4) 

根据命题 4 可知若 /*(?) 在[«，6]上是连续函数 （C 0 类函数）， 
则 x(Z)，3^)，z(0 在 [a，6] 上也是连续函数 （C 0 类函数 )• 

再由实函数的积分定理可知，在区间 [a，6] 上连续的实函数在 
该区间上是可积的，即积分 

、b rb rb 

x ( t ) dt , y ( t ) dt , z ( t)dt 



存在，则由 （1.4) 式可知积分 


r ( t)dt 


存在且等于 


( t)dt = e x 


U)dt + e 2 


y (, t)dt + e 3 


U)dt 


以下我们只证明 r ， 其余的结果请读者自己证明 
由于 


r ( t)dt = e x 


U)dt + e 2 


y ( t)dt + e 3 


( t)dt 


若 a < c < b 时，根据实函数的积分性质可得 


ei 


( t)dt + e 2 


y ( t)dt + e 3 


( t)dt 


ei 


( t)dt + 


( t)dt 


+ ^2 


y ( t)dt + 


y ( t)dt 


( t)dt + 


z ( t)dt 


ei 


( t)dt + e 2 


y ( t)dt + e 3 


z ( t)dt + e x 


( t)dt + 


e 2 


y ( t)dt + e 3 


( t)dt 


( t)dt + 




下面我们介绍有关向量函数的两个命题，这两个命题在以后 
要 用到. 

我们在这里假定所给出的向量函数具有所需要的各阶连续 
微商. 

命题6向量函数 K /) 具有固定长的充要条件是对于 （的每 
一个 值， 〆 Q ) 都与 r (/) 垂直. 

证明由所给条件 | rG )| =常数，有 

r 2 U ) = \ Kt )\ 2 = 常数 • 

上式对/求微分得 
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由此得到 


2 r ( t ) • 〆 ⑴= 0, 


丄 r’（th 

反之，如果 rU ) • /( OtO , 则有 


= 0 . 

dt 


因而得到 


rHt ) = 常数， 


即 

\ rdt )\= 常数. 

特别地，对于可微的单位向量函数 r ( f ) (即 | K 〖）| =1)，有 
rQ ) 丄 r ' U ). 

为了介绍以下命题，我们先引入关于向量函数 K 0 对于变量^ 
的旋转速度的概念.这个旋转速度对于/的不同的值一般来说具 


有不同的值. 


我们给出以下定 义：给 〖以增量△〖，用 Ap 表示由向量/*(〖）和 


/•(/ + △/) 所组成的角（如图1 -1)，作成比值 


Acp 


，当趋于零时， 


则#的极限就叫做向量函数 r ( r ) 对于它的变量（的 旋转速度. 

匕 t 

命题7 单位向量函数 r (/)( BP | r (/)| =1) 关于〖的旋转速度 
等于其微商的模 |/ U )|. 

证明 把 r (0， r (〖+&) 移动到同一个始点（ X 如图1 -2)，以 
O 为圆心画单位圆，它通过 r ( f ) 和 rU + AO 的终点 M 、 M 、 则两个 


向量的夹角大小等于的长度.于是有 



因为 
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图 1一1 


图1一2 


所以有 


于是 


r(t + △/) — r(t) 


r(t + △/) — r(t) 


A(p 


r(t + △，）一 r{t) 

△/ 


At 


由于当趋于零时有 


lim 

A/-^0 


A(p 


lim — 

0 . A 09 
zsin — L 


因此 


lim 

A /—0 


/\cp 

At 


lim 

A/-^0 


r(t + △/) — r(t) 


At 


I 〆（/)!• 


习 


题 


1. 证明本节命题3、命题5中未加证明的结论 

2. 求证常向量的微商等于零向量. 


3. 证明 
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^/rO) \ = r\t)p(t)-r(t)pU) 
dt ^ pit) ) p 2 (t) • 

4. 利用向量函数的泰勒公式 证明： 如果向量在某一区间内所有的点其 
微商为零，则此向量在该区间是常向量. 

5. 证明/ * U ) 具有同定方向的充要条件是 rX / = 0. 

6. 证明 K 0 平行于固定平面的充要条件是（/*， 〆 ，/•")=(). 

§2曲线的概念 

曲线是微分几何所研究的主要对象之一，因而我们需要首先 
弄清楚曲线的概念. 

2.1 曲线的概念 

为了定义曲线的概念，先介绍一些关于映射的知 H 

给出两个集合 E 和 E '， 如果集合£：中的每一个点（或称元素） 
: r ， 有 £：' 中的 点/和 它对应，则我们说给定了 £:到的一个映射 
/./ 称为点的像， x 称为/的原像. 

对于任取集合£：中的点:和 : r 2 ，如果七时有/(^)^ 
/( x 2 )， 则称映射/是——的（或称单的）. • 

在欧氏空间中给岀两个集合 E ， 〆 ， 对于£：中的任一个点1。 
和任一个数 e >0, 存在数3>0,使得对于£：中与* r 。 的距离小于占 
的任意一点1来说，点/( I )与/( I 。）间的距离小于£，则称映射/ 
为连续的. 

如果 /(£) = £： 、我们就说/是从£：到 £：' 的在上映射 （或 称满 
映射） ，也就是说在/的作用下把£:变到整个 f 上去 • 

下面建立简单曲线的概念. 

如果一个开的直线段到三维欧氏空间内建立的对应/是一 
一的，双方连续的在上映射（这种映射称为拓扑 映射或同胚） ，则我 
们把三维欧氏空间中的映射的像称为 简单曲线段. 例如开的直线 
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段映射到开圆弧（即圆周的一部分），这种映射是 一一 的，双方连续 
的在上映射（如图1-3)，因此开圆弧是简单曲线段. 



图 1 -3 

又例如在一张长方形的纸上画一条斜的直线（如图1 -4)，然 
后把这张纸卷成圆柱面，则直线成为圆柱螺线.因而圆柱螺线是简 
单曲线段. 




图 1 - 4 

对任意曲线的“小范围”的研究，总可以作为简单曲线段来研 
究.我们以后所讨论的曲线都是简单曲线段，不另作声明. 

根据上述曲线的概念，我们可以确立曲线的方程.在直线段上 
引入坐标（(^<?<0，在空间中引入笛卡儿直角坐标（1，3；，2)，则 
上述映射的解析表达式是 

^ = /(/)， 

^ y = » a <c t < ib . (1. 5) 

U = h(t ) ， 

习惯上，经常把 （1.5) 中的函数关系符号 f , g ， h 分别写成 
这样， （1.5) 可写为 
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= x ⑴， 

< y = y ( t ), a <C t <i b . (1.6) 

, 2 ： = z ( t ) ^ 

(1.6) 称为曲线的 参数表示或参数方程 称为 曲线的参数. 

例如，我们已经知道开圆弧是开直线段的像，取开直线段为 
(0,271)，则在：0/平面上，开圆弧的参数方程为 

f x = acos t ， 

. 0<0<2 丌， 

Ijy = “sin /， 

其中 a 为圆的半径. 

开的椭圆弧的参数方程为 

x = acos tj 

. 0 < / < 2 丌 . 

jy = ^sin t y 

对于圆柱螺线，我们可以这样建立它的参数方程.设直圆柱底 
半径为〃，在长方形中斜线与长方形的一边的夹角为如图 
1-5). 由圆柱螺线上任一点 M 作平面的垂线为 M / V . 设 ON 
与 Qr 轴的夹角为/，则有 AN = aty MN = attan = 6/( 设 6 = 
atan ^ 0 ). 于是圆柱螺线的参数方程为 

x = acos 

< y = “sirW ， 一 oo <^ / <<+ oo # 

、z = bt ， 




图 1 - 5 
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由于向量函数 /*(/) 可表示为 r ( t ) = x ( t ) e Y + y ( t ) e 2 + zU ) e 3 , 
因而曲线的参数方程 （1.6) 也可以写成向量函数的 形式： 

r = /*(，） ， a 〈 t <C b . 

这就是说，在空间中给定一个点0,以这个点作为始点放上对于 z 
的 f 有值的向量/ *(/) .于是对于〖的每个值，我们得到确定的向量 

如图1 -6)，它的始点是点0,而终点 M 则与？值有关， 
当^在 U ，6) 内变化时，点 M 在空间中画出一条轨迹，这就是由参 
数 f 所给定的曲线.点 M 的向量表达式称为曲线的向 量参数 

表不. 



即 



即 


例如圆（挖掉 u ， o ) 点）的向量参数表示式是 

r = {acos tj asin / } ， 0 〈 / 〈 2 tt ， 


r = a (cos t)ei + a (sin t ) e 2 ^ 


0 < / < 2 丌 


橢圆（挖掉 ( a ，0) 点）的向量参数表示式是 


{acos t , bsin t } 




r = a (cos t ) e \ + 6( sin t ) e 2 j 


0 < / < 2 丌 


圆柱螺线的向量参数表示式是 

r = {acos ty asin t ， bt ) ， 


< t < + 
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r = a (cos t)e x + “（sin t)e 2 + bte 6 ， 


一 oo < / <+ oo. 


2.2 光滑曲线曲线的正常点 

如果曲线的参数表示式 

X = x(t) , 

< y = y(t) , a < t < b 
z = z(t ), 

或 

r = r(t), a <C t <. b 

中的函 数是々 阶连续可微的函数，则把这曲线称为 类曲线 .当 
k = l 时，也就是 C 1 类的曲线又称为光滑 曲线. 

给出 C 1 类的曲线 r = rU )， 假设对于曲线 r = K /) 上一点 
(， = ， 0 )有 

r\t 0 ) #0 ， 

则这一点称为曲线的正常点. 

注意条件 〆 （&)声❶表示/(心） ， y(G )， 〆 （&)中至少有一个 
不等于零. 

以后我们只考虑曲线的正常点，即假设 〆 （/)參0,实际上 
r \ t )=0 是很特殊的.如果在一段曲线上三0,则 rG ) 变成常 
向量，这时这段曲线缩成一点，所以一段曲线上 〆 （/)=()的点一般 
是孤立点.曲线 （ C ) 上所有点都是正常点时，则称 （ C ) 为正则 曲线. 
给出曲线 

r = f (，）， 

即 

x = x(t) ^ 

< y = y ( t ) ^ a 〈 t 〈 b ， 

.z = z ⑴， 

则在曲线的正常点（例如，设: r ' G 。） 关 0) 的充分小邻域里，曲线可 
由形如 
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jy = p(x ) ， 

\z = 0(x) 

的方程来表示. 

这是因为由于/ (心）关0，而我们假设/(匕）关0，于是函数 
x = x ( t )^ t 0 邻近有连续而可微的反函数 t = t ( x ). 把它代人 

jy = y ( t ) , 

U = 之⑴ 

中得 

jy = y ( t ( x )) 9 
I 2 ： = z(t(x )), 

即 

jy = cp{x ), 

12 ： = 0( J：). 

例如对于圆柱螺线 rU )= {acos r，asin t ， bt }( — m 〈 t<C 
+ oo ) 有 〆（/)={ —asin t , acos t ， b } • 由于 b ^ O 所以在曲线上任 
何 / 值， （/ Q ) 关0,因此圆柱螺线上的点都是正常点，因而由 z = bt 

得出£ = 把它代入 

b 


x = acos tj 
y = asin t 

中得 



(X = acos 


b 


. z 
=asm — 

b 


这是圆柱螺线的另一种表示法. 


2.3 曲线的切线和法面 

给岀曲线上一点 P， 点 Q 是 P 的邻近一点（如图1-7)，把割 
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图1-7 

线 PQ 绕 P 点旋转，使 Q 点沿曲线趋近于 P 点，若割线 PQ 趋近 
于一定的位置，则我们把这个割线 PQ 的极限位置称为曲线在 P 
点的 切线. 而定点 P 称为 切点. 直观上看，切线是通过切点的所有 
直线当中最贴近曲线的直线. 

设曲线的参数方程是 

r = r (/) ， 

切点 P 对应参数 ~， Q 点对应参数如图1 -8)，则有 

PQ=r(t 0 +At) — r(t 0 ). 



O 

图1 -8 


在割线 PQ 上作向量$，使得 

r(t 0 +At)—r(t 0 ) 

rK= - . 

△广 

当 Q — P (即 △/—()) 时，若 rU ) 在~可微，则由向量函数的微商可 
得向量 M 的极限 
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(/ 0 ) = lim 



r(t 0 + At) — r(t 0 ) 

A/ 


根据曲线的切线定义，得到的极限是切线上的一向量， （〖）， 它 


称为曲线上一点的切 向量. 

由于我们已规定只研究曲线的正常点，即 〆 （/)关0,所以曲线 
上一点的切向量是存在的.而这个切向量就是切线上的一个非零 
向量.由以上的推导过程可以看岀，这个切向量的正向和曲线的参 


数 f 的增量方向是一致的. 

现在我们导出曲线上一点的切线方程. 

我们仍设曲线上一个切点 P 所对应的参数为点的向径 
是/^。）#={；^，2}是切线上任一点的向径（如图1 -9)，因为 
P — /*(/。）///(/。），则得尸点的切线方程为 

p — r(t 0 ) = Xr\t 0 ) , 



图1 -9 


其中 A 为切线上的参数. 

下面再导出用坐标表示的切线方程.设 

rU 0 ) = { ) ^y(t 0 ) yz(t 0 )}, 

r (t 0 ) = {x’ （ /o) ，： y’ （广 o) ，之 ’( 广 o )} ， 

则由上述切线方程消去 A 得到 
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X — x ( t 0 ) Y — y ( t 0 ) Z — z ( t 0 ) 


这是坐标表示的切线方程. 


y f ( t 0 ) 


z f ( t 0 ) 


例 1 求圆柱螺线 r ( r ) = {acos tyasin t ， bt } 在 t 


方程 • 


解 


r ( t ) = {acos t^asin t ， bt }， 
〆 （/) = { —asin /，acos t ， b } 


7 T 


时，有 


丌 


a \/3 nb 
— ， — ci ， — 

2 2 3 


兀 、 \ y/3 a r 

= —a, — jb 


所以切线的方程为 


P 


丌 


Ar 




即 


p = l^ aei+ ^±A ae2 + (JL + , ]he3 


2 


2 


如果用坐标表示，则得切线方程为 


X-i Y-^a Z-^b 


V 3 


a 


2 X-a 2 Y-^a Z ~ ^ 


I 处的切线 

O 


— ^/3 a 


a 


b 
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经过切点而垂直于切线的平面称为曲线的法平面或法面.下 
面导出曲线的法面方程. 

设曲线上一点 P， 它所对应的参数为 ~，p 点的向径是 
是法面上任一点的向径（如图1 -10) ，则由 

P — /•(，()）丄 r it 0 ) 



图 1 - 10 


得到曲线的法面方程为 

[p — r ( t 0 )] • r \ t 0 ) = 0. 

若设 r ( t 0 ) = { x ( t 0 ) jy ( to ) , z ( t 0 )} , 

/( t 0 ) = { j ： f U 0 ) ( t 0 ) yZ ( t 0 )} ^ 

则由上述法面方程得到 

lX-x(to)^x\t 0 ) + LY-y(t 0 )^yU 0 ) + 

\_Z — z { t Q )~\z { t 0 ) = 0, 

这就是坐标表示的法面方程. 

例2求圆柱螺线 r ( t ) = {acos t , as\n /，&} 在 / = i •处的法面 

6 

方程. 

解 r ( t ) = {acos ，，“ sin t ， bt ) ， 

r ( t ) = { — “sin t^acos t ， b } ， 
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广 =1 时，有 

D 



所以法面的方程为 





整理后得到 



aX -^/3aY-2bZ + —b 2 = 0. 

3 

2.4 曲线的弧长自然参数 

到现在为止，我们所取的参数/ 一般不具有几何意义，以后在 
理论问题中，我们经常用弧长作为曲线的参数. 

设给出 C 1 类曲线 （ C ): 

r = r (/) ， a < t < b. 

曲线 （ C ) 上对应于 r ( a ) 和 r (6) 的点为^和 / v 在 （ c ) 上，介于 P 。 
与之间，顺着/递增的次序，取 72-1 个点厂，巧，…，它 
们把曲线分为^个小弧段（如图1 - id . 用直线段把相邻的分点 
连结起来，即得一条折线，它的长是 

= E 
1 = 1 


On 


- 23 • 



图 1 -11 

我们将证明，在所设的条件下，当分点无限制地增加，同时无限制 
地加“密”（即令 A 广 maxU — U ， 并使得 limA „ = 0) 时，％ 趋于与 

n-^oo 

/ - 、 

分点的选择无关的一个确定的极限.这个极限定义为曲线段 PcP ,, 
的弧长.我们还将证明，这个极限为 

limtj " = | r \ t ) I At . (1. 7) 

n-^oo J a 

设分点 P , 对应参数〖,(2==0，1，2，〜，77)，特別地 t 0 = a , t n = b . 
这样， 

Pi-\Pi = I r( ) — r() I 9 

而 

r ( ti ) — r ( ti - i ) 

= — x(ti-i ))^1 + (yiii) — y(ti-i ))e 2 + 

(2:(/, ) — z(ti-\ ))e 3 

=\_x\t\ )e { + y\t[ )e 2 + z )e 3 」(，, 一 ， :-i ) ， 

其中 d ，/ T ，<，都是 t 卜 '与 t , 之间的值.令 

Ri = x\ti )e x + y )e 2 + 之 ’ （ <)e 3 ， 

这时可写成 

r ( t { ) — r ( ti - i ) = R,(ti — ti - i ). 

为了证明 （1.7)， 我们估计以下 的差： 

Pi-i Pi — \r\ti-\) I (ti — ti -\) 

=[| K t |- kU 门 UU (1.8) 
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现在 


上式中 


片 I—I/Qh) = 


\ R { \ 2 - \ r \ U - Q \ 2 

~ r ,\+ \7 u ~ o ] 


珩- [ AU ] 2 
凡 . 1 + 1 /(^) 


珩一 [r ， U-d] 2 


= {w )] 2 + [y (/;)] 2 + [z ， (o] 2 >- 

<[ 工’(，卜 1 )] 2 + [:/(，,-1 )] 2 + O ’ Qh )] 2 } 

=<[/(〆 ）] 2 — Dr'(U] 2 } + <[y (/;)] 2 — 

[/U-1 )] 2 } + {[AC )] 2 - [〆(“ )] 2 } ， 

此式右端的三项中，第一项是 

= \_x\ti ) + )] W ) — )] 

其余两项是有关:/和/的对应项.由于 


I 尺 I = V [工 ,（/ ;)] 2 +[3 / «)] 2 +[ 〆 ^)] 2 

jc\t \) I , 

〆 (，，-1 ) I = \/ )] 2 + [y Gh )] 2 + >] 2 

因此 

| 0 C r itj ) +X / (f,-i) 1 1 x\t\ ) | + | ： T’(， t _ 1 )| 

|R|+|/* / (k 1 )| 〜 \Ri\+ \r(t^)\ 、 • 

与此同时，有关 y 和/的两个不等式也成立.根据以上计算，即得 

I |R|- IrU |< \x\t f i )-x\t t - l )\ + 

| /(/’;）一 )|+| zW ^(Vi)|. (1.9) 

由于 x ' g) ，y (?)，/(/) 在闭区间 o,6] 上是连续的，从而也是一致 
连续的.因此，已给 e >0, 当 rz 充分大，而每一个小区间 Oh 4] 充 
分短时， 
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\x {t\) — x ) I e ， 
I y ^t f i ) — y\ti-i ) I < e ， 
z ’ it '、一 z it ) I < e » 


因此，在这个情况下，根据 （1.8) 与 （1.9) 有 


Pi-\ Pi — | r ( ti^i ) I (/, —/, 一 1 ) I < 3e(/, — f,— 丨 ） ， 

此时 

n 

On — I r ( ti-\ ) I (ti — ti-1 ) 

i=l 


n 

<2 iFTTpy-IrC^^K/,-/^) 

1 = 1 

n 骞 

<3e^ (/, — ti-i ) " 

i’=l 

= 3e(b — a ), 

即有 


lim^ = lim ^ | 〆（，,—】)| (/, — ) 

n +oo n-^oo _ , 

f 一 i 

=^ \ r \ t )\ dt . 

如果我们以 a (/) 表示从 rU ) 到 rU ) 的弧长，即 

a (/) = I 〆 ⑴ I d /， 

a 

在此式中由于积分的上限大于下限，所得到的曲线的弧长总是 
正值. 

现在我们定义一新函数 s ( z ) ，使 

a ( t ) , 当 ，〉 a 时， 

.、•(/)=< 0， 当 f « 时， 

― a ( t ) » 当 / < a 时， 


即 
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I 〆⑴ I ck ， 当 £ > a ， 

s ( t ) = < [ (1. 10) 

I r ( t ) I dr ， 当 t <C a . 

t 

在此式中我们取〖值可以大于 a ，也可以小于 fl ， 因此 5(0 也 
可能取负值，并按上述规定，/增加的方向就是5增加的方向.总 
之^表示为积分上限/的函数 

S = 5 ⑴. 

从 （1.10) 可以推岀 

s\0 = | 〆 ⑴ | > 0. 

由此可见，函数 s (〖） 是/的单调递增函数.因而函数的反函数 
存在，设此反函数为 t = 把它代入曲线的方程 r = rU ) 中得到 

以 s 为参数的曲线方程 

r = r ( s ) , 


x = jc(s ) , 
y = y ( s ), 
2 ： = z ( s ). 


我们把 5 •称为曲线的自然参数，上式就是曲线的自然参数表示式. 
从 （1. 10) 可以得出 


或 


或 


ds = | /⑴ | dt 9 
d 5 2 = r 2 dt 2 = dr 2 , 
cb 2 = dx 2 + dy 2 + dz 2 . 


( 1 . 11 ) 

( 1 . 12 ) 

(1. 13) 


由 （1.12) 还可以推岀 

I r ( s ) I = ^ =1， (1. 14) 

ds 

即向径关于自然参数的微商的模等于1.也就是说，引进自然参数 
5后，切向量 〆 G ) 是单位向量.这个导向量称为单位切向量. 
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以后我们用 “ 点 ” 代替 “ 撇”表示向量函数对于自然参数的微 
商.例如 




dr 

cb 


• # 



d 2 r 

d7 


，等等 • 


例 3 求双曲螺线 r = {acosh Nasinh t = 0 起汁算的 

弧长 . 

解 r= {acosh Nasinh t ， at } ， 
r = {asinh /，acosh t ， a ) • 

从 f=o 起计算的弧长为 


r I r \ t ) I d/ = 「 / r ， 2 + y 2 + d/ 
0 Jo 

yja 1 sinh 2 t + a 2 cosh L> t + a 1 df 
Jo 


V a 2 (sinh 2 ， + 1) + cosh 2 tdt 



\/Vcosh 2 t + a L ， cosh J tdt 


=^asinh 


; 习 题 t 

1. 对于圆柱螺线 x=cos t , y = s\n /， z = r ， 求它在点 （1，0,0) 的切线和法面. 

2. 求三次挠曲线/•={ £ ^，& 2 ， £ ^ 3 }在点匕的切线和法面. 

3. 证明圆柱螺线 r = {acos d.asin O ^ bd ) ( — oo <^< -|- oo ) 的切线和 z 轴 

成间定角. 

4. 求悬链线（如第4题图） r = | r ,acosh — | (― oo <0< + oo ) 从？==0起 
计算的弧长. 

5. 求拋物线 y = bx z 对应于 一 的一段的弧长. 

6. 求星形线（如第6题图） :r = acos 3 ^, jy = asin 3 t 的弧长. 
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(第 4 题图) 


(第6题图) 


7. 求旋轮线 :r = “( f—sin /)，^ y = a ( l _ cos /) 的—段的 弧长. 

8. 求圆柱螺线 jr =3 acos /，： y =3 asin t^z—\at 从它与 : r ： y 平面的交点到 
任意点 MU ) 的弧长. 

9. 求曲线 jt 3 =3a 2 y^2xz = a 2 在平面 ： y=~^ ■与 y=9a 之间的 弧长- 

o 

10. 将圆柱螺线 r=Ucos f，asin 化为自然参数表示. 

11. 求用极坐标方程^^ 〆 ^给定的曲线的弧长表 达式. 

§3空间曲线 

这一节，我们研究空间曲线的基本理论，主要将研究刻画空间 
曲线在某点邻近的弯曲程度和离开平面程度的量——曲率和挠 
率，以及研究空间曲线在一点邻近的近似形状，并找出决定空间曲 
线的条件. 

3.1 空间曲线的密切平面 

在§2里我们已经讨论过，在 C 1 类曲线的正常点处，总存在 
一 条切线，它是最贴近曲线的直线.下面我们将指出，对于一条 C 2 
类空间曲线而言，过曲线上一点有无数多个切平面，其中有一个最 
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贴近曲线的切平面，它在讨论曲线的性质时起很重要的作用. 

定义过空间曲线上 P 点的切线和 P 点的邻近一点 Q 可作 
一平面 CT ， 当 Q 点沿着曲线趋于 P 时，平面 ( T 的极限位置 7 T 称为曲 
线在 P 点的密切平面. 

现在我们找出密切平面的方程. 

给出 C 2 类的曲线 （ C ): 

r = / •⑴. 

设曲线 （ C ) 上的 P 和 Q 点分别对应参数&和 &+△/( 如图1 - 12). 

根据泰勒公式有_ 

PQ= r(t 0 /^t) — r(t 0 ) 

=r (t 0 )+ ) +e) A / L ， 

Ci 



其中 lime = 0. 

Af-^O 

因为向量 / 和 M 都在平面 a 上，所以它们的线性组谷 

-^[PQ —〆（/())△/] = r\t 0 ) + s 
A /- 

也在平面 (7 上. 

当 Q 点沿着曲线趋于 P 时，△/—()，这时/(^^不动“旦^-^， 
这个线性组合向 M 就趋于 / U )， 所以平面^的极限位置是向董 
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/ U ) 和 r "( z Q ) 所确定的平面.也就是说，如果 r " u ) 和曲线在 P 
点的切向量， U ) 不平行，即/(匕）\/(/。）乒0%这两个向量以 
及 P 点就完全确定了曲线在 P 点的密切平面. 

根据以上的讨论，曲线 （ C ) 在 PU ) 点的密切平面(如图1 _ 13) 
的方程是 

(K —/*(/()) ， r’（/ 0 ) ， /*"(/() )) = 0 ， 



O 

图 1 一13 


其中只={久，7,2}表示尸点的密切平面上任意一点的向径. 
上式也可用行列式表示为 

X — x ( t 0 ) Y — y ( j 0 ) Z — z ( t 0 ) 

jc \ t 0 ) y z ’（ t 0 ) = 0. 

x () y () z ” 

若曲线 （ C ) 用自然参数表示 

①对于曲线上某一点若有 

〆 Uo ) X r f ( to ) = 0 或 〆 Uo ) // r \ to ), 

则这点称为曲线上的逗 留点 . 以后我们假定曲线上所讨论的点为非逗留点，即假定 

rU 0 ) X r ( t 0 ) 古0或 r '(/。） 及 r 〃( f 0 ). 
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r = r (5) ， 


则曲线 （ C) 在 PU) 点的密切平面的方程是 

(R — r ( s 0 ) , r ( s 0 ) /r ks 0 )) = 0, 


或 


X — x ( s 0 ) Y — y ( s 0 ) Z — z ( s 0 ) 


x ( s 0 ) 


y ( s 0 ) 


z ( s 0 ) = 0. 


I X (.V 0 ) y ( So) Z ( So) I 

注意 ：如果 （ c ) 是平面曲线，那么它在每一点的密切平面都是 
曲线 （ C) 所在的平面.反过来，如果一条曲线的密切平面固定，则 
曲线是平面曲线，因为这个固定的密切平面经过曲线上每一点. 

例1 求螺线 x = cos t , .y = sin t , z = r 上点 （1，0,0) 的密切 


平面 • 

解把点（1，0,0)代入所给曲线方程得/ = 0.由所给曲线 


可以求出 

把/ = 0代人得 


r = {cos /，sin t ^ t ) 


r = {— sin cos / ， 1} ， 


r = {— cos — sin /，()}• 

r (0) = {1,0,0}, 
r (0) = {0，1，1} ， 


〆’（()）= {-1,0,0}. 


所求密切平面的方程为 


即 
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-Y + Z = 0. 



3.2 空间曲线的基本三棱形 


给出 C 2 类空间曲线 （ C ) 和 （ C ) 上一点 R 设曲线 ( C ) 的自然参 
数表示是 

r = r(s ) , 

其中 s 是自然参数，则由§2得知 

. dr 



是一单位向量 . 《 称为曲线 （ C ) 上 P 点的 单位切向量. 
由于 | a | = 1，根据§ 1命题6可以得到 

J 丄 (X ， 

即 

參# • 

r r. 

在 ci 上取单位向量 、 


B =— =——， (1. 15) 

l«| |r| 

办称为曲线 （ C ) 上 P 点的主法 向量. 

再作单位向量 


r = « X p , 

y 称为曲线 （ C ) 上 P 点的 副法向量. 

我们把两两正交的单位向量 《， p ， y 称为曲线上 p 点的伏雷 
内 （ Frenet ) 标架 .由 y = a X p 知伏雷内标架构成右手系（如图 
1-14). 

因为; , P // r ，所以切向量和主法向量所确定的平面就是 
曲线 （ C ) 在 P 点的密切平面，又因为 P 和 y 都垂直于切向量 a ，.所 
以 p 和 y 所确定的平面是曲线上 p 点的法平面.至于 Cf 和 y 所确 
定的平面则称为曲线 （ C ) 上 P 点的从 切平面 （如图1 - 15). 
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图 1 一 14 


荀 1 - 15 


它们的方程分 别为: 
密切平面 


或 


(R — r ， a ， P ) = 0, 


法平面 


或 


从切平面 


或 


( R - r , r , r ) = 0. 

(R — r ) • a = 0 9 

(R — r ) • r = 0. 
(JR — r ) • /J = 0, 


( R - r ) • r = 0. 

单位向量 a ， P ， y 也称为曲线的基本向量.由三个基本向 M 和 
密切平面、法平面，从切平面所构成的图形称为曲线的基本三棱形 
(如图1 - 15). 当一点 P 沿曲线 （ C ) 移动时，这个三棱形作为一个 
刚体来运动. 

对于曲线 （ C ) 的一般参数表示 


r = r ⑴， 
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〆 X 〆 ， 


P = Y X a 


(〆•〆 ） 〆/—(〆•/)〆 

7 ] I r X r 


例 2 求螺旋线 x = cos t , 3 ； = sin t , z = (在点 （ 1 ， 0 , 0 ) 的切 
线、法平面、副法线、密切平面、主法线及从切平面的方程以及基本 
向量 

解由所给曲线 


r = {cos f，sin t ， t ) ， 


先计算出 


r = { — sin/ ， cos / ， 1 } ， 
r = {— cos /， 一 sin 广， 0}. 

由螺旋线方程 x = cos r , y = sin t , 2 ： =，可知点 （1， 0 ， 0 ) 对应参数 
/ = 0 ,所以 


r ( 0 ) = { 1 ， 0 ， 0 }， 

〆 （()）= {0,1,1} , 

〆 ’(()）= {-1,0,0}. 

由此得出，在（ 1 ， 0 , 0 )点的切线方程为 



Z-0 


即 


X-1 = 0 ， 

y-z = o. 

法平面方程为 

(X-1) - 0 + (Y-0) - 1 + CZ-0) - 1 = 0, 


即 


y + z = o. 


密切平面方程为 
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即 


即 


即 


X- 1 
0 

-1 


Y Z 

1 1=0, 

0 0 


主法线方程为 


-y + z = o. 

fY + Z = 0, 

1 -y + z = o, 


y = z = o. 

从切平面的方程为 

(X- 1) • 1 + (Y-0) - 0 + (Z-0) .0 = 0, 


副法线方程为 


X - 1 = 0. 


y + z = 0, 
x - 1 = o. 


以下求基本向量 a 、 p 、 y : 


a 


/ 

r 

{ — sin “cos “ 1} 

/ =0 

/ 

r 


r=0 \J (— sin t) 2 + (cOwS tY - 

-1 


=——{— sin /， cos 广， 1 } 

V 2 


= > U1K 


P=(yXa) 


_(〆• 

/ x // / / " \ f 

r )r — (r • r )r 

r=0 

r r X r 


_ { — 2 , 0 , 0 } — { 0 , 0 , 0 } 

v ^2 .4^ 


{ 一 1，(），()}• 
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€ \ ^2 ^3 


r ， X〆 ， 

y = T 7^ 


0 1 1 

— 10 0 


{0, 一1，1} 
42 


>— u } - 


3.3 空间曲线的曲率、挠率和伏雷内 （ Frenet ) 公式 


我们首先研究空间曲线的曲率的概念.在不同的曲线或者 
同一条曲线的不同点处，曲线弯曲的程度可能不同.例如半径较 
大的圆弯曲程度较 W 、， 而半径较小的圆弯曲的程度较大（如图 
1-16); 乂如图 1-17 中所示，当沿着曲线从左向右移动时，曲 
线弯曲的程度变大.为了准确地刻画曲线的弯曲程度，我们引进 
曲率的概念. 



要从直观的基础上引岀曲率的确切的定义，我们首先注意到， 
曲线弯曲的程度越大，则从点到点变动时，其切向量的方向改变得 
越快.所以作为曲线在已知一曲线段 PQ 的平均弯曲程度可取为 
曲线在 P 、 Q 间切向量关于弧长的平均旋转角. 

设空间中 C 3 类曲线 （ C ) 的方程为 
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r = r ( s ). 

曲线 （ c ) 上一点 p ， 其自然参数为 .、•， 另一邻近点 P , ，其 A 然参数为 
•、•+△.、••在 P , P \ 两点各作曲线 （ O 的单位切向量 cK . s ) 和 
两个切向量间的夹角是 Ay (如图1 - 18)，也就是把点的切向 
量 a(.s + A . s ) 平移到点 P 后，两个向量 a ( s ) 和 a ( .v + A.v ) 的夹角 
为 



图 1 - 18 

我们用空间曲线在点 P 处的切向量对弧长的旋转速度来定 
义曲线在点 P 的曲率. 

定义 空间曲线 （ C ) 在 P 点的 曲率为 

k ( s ) = Um ^ , 

A5-0 A.V 

其中 A 5 为 P 点及其邻近点 h 间的弧长，为曲线在点 P 和尸, 
的切向量的夹角. 

再利用§ 1命题7“ 一 个单位变向量 r (/)( 即 | r (/)| =1) 的微 
商的模|/(/)|的几何意义是 r (/) 对于/的旋转速度”.把这个结 
果应用到空间曲线 （ C ) 的切向量《上去，则有 

k ( s ) = | a | . 

由于厂，所以曲率也可表示为 

k ( s ) = | r I . 

由上述空间曲线的曲率的定义可以看出，它的几何意义是曲 
线的切向量对于弧长的旋转速度.当曲线在一点的弯曲程度越大， 
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切向量对于弧长的旋转速度就越大，因此曲率刻画了曲线的弯曲 
程度. 

对于空间曲线，曲线不仅弯曲而且还要扭转（离开密切平面）， 
所以研究空间曲线只有曲率的概念是不够的，还要有刻画曲线扭 
转的程度的量——挠率.当曲线扭转时，副法向量（或密切平面）的 
位置随着改变（如图1 - 19)，所以我们用副法向量（或密切平面) 
的转动速度来刻画曲线的扭转程度（在一点离开密切平面的 
程度）. 



现在设曲线 （ C ) 上一点 P 的自然参数为另一邻近点 P , 的 
自然参数为 5 + A . v , 在 P . P , 两点各作曲线 （ C ) 的副法向量 y (5) 和 
r(5 + A5). 此两个副法向量的夹角是如图1 - 19). 

我们把§ 1命题7应用到空间曲线 （ C ) 的副法向量 y 上去， 

得到 


| 7 | = lim 


A0 

A.v 


(1. 16) 


此式的几何意义是它的数值为曲线的副法向量（或密切平面）对于 
弧长的旋转速度.当曲线在一点的扭转程度越大（离开所讨论点的 


密切平面的程度越大），副法向量（或密切平面）对于弧长的旋转速 


度就越大.因此，我们可以用它来刻画曲线的扭转程度. 
根据 （1. 15) 和曲率的定义，我们有 
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即 



a 


k\s) 


a = (1.17) 

求微商，有 

y = (a X fi ) = a \ + a X . = k(s) fiX p + aX p = aX fi , 

因而 


士丄 a. 

又因为 y 是单位向量，所以 

r 丄 y . 

由以上两个关系可以推出 

r // p . ( i . 18 ) 

现在我们给出挠率的定义 如下： 

定义 曲线 （ c) 在 p 点的 挠率为 

loM ，当士和 P 异向， 

r (. v ) = < 

1— I oM ，当丨和 P 同向. 

挠率的绝对值是曲线的副法向量（或密切平面）对于弧长的旋转 
速度. 

根据 （1.18) 及挠率的定义有 

7 =-r(s)p. (1. 19) 

另外，对 P = yx a 求微商，并利用 （1. 19) 和 （1. 17)，可以推导出 

P = ( rXa ) # = r Xa + 7 Xa 

=— r (. v>P X a + y X k(s)p (1. 20) 

=— k(s)a + z(s)y. 

公式 （1. 17), (1. 20), (1. 19) 称为空间曲线的 伏雷内 （ Frenet ) 公 
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式，即 


a = k(s)p ， 

$ =-k(s)a + z(s)y, ( 1 . 21 ) 

r =— r(s)p, 

这组公式是空间曲线论的基本公式.它的特点是基本向量 a . p.Y 
关于弧长 5 的微商可以用 ct 、 p 、 y 的线性组合来表示.它的系数组 
成反称的方阵 

C kis) 0 

— 々（ 5 ) 0 t(s) 

0 -t(s) 0 

以下导岀曲率和挠率的一般参数表示式. 

若给出 C 3 类的空间曲线 （ C ) 

r = r ⑴， 

则有 

, dr ds • ds 

r = - = r —， 

ds dt dt 


( rY ^ + 

dt 


• d L 5 dr / ds \" • • d 


s 


dt 




dt 


..fdsy 
dt> + 


d 


s 


dt 


所以 


/ X /= r-X 

dt 


d5\ 2 , . d 2 5" 

+r ^_ 


X 


d.v 

dt 


由上式得 




d ^ 


3 


I r I I r I ( — ) sin 


注意上式中 


ds 


丄 |/| 


因而有 


r Xr \ = k \ r \\ 
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由此得到曲率的一般参数表示式 


|， Xr "| 


再由伏雷内公式的 （1.19) 式 


r =— rP 


两边点乘 / M 辱 


r • P 


小 P 


因而 


T 


-y . P= y . P 




(a X p ) • () 


再把 


a X — a 

k 



k 


;+)•(( 士 

( r , r / r ) 

~~ I 2 ~~ 

(〆x〆 ，） 2 ’ 


• d.v 
r 一 
dt 


2 


ft 


dt 


+ 


• d 2 


s 


dt 


2 


ds\ ] ds d'.v 

— 1 I 3 —— 

dt > dt dr 


/// 


代入 ( r ' r "，，） 中得 
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( 〆 ， 〆 、，)= (宗 ) 6 ( W ，》|/| 6 (；, r / f ), 

所以得到 

_ ( 〆 ，/，，） 

r ~ (/Xr〃) 2 * 

这是一般参数表示的挠率计算公式. 

空间曲线 （ C ) 在一点的密切圆（曲率圆）是过曲线 （ C ) 上一点 

PG ) 的主法线的正侧取线段 PC ， 使 PC 的长为^.以 C 为圆心， 

k 

以+ 为半径在密切平面上确定一个圆， 

这个圆称为曲线 （ C ) 在 P ( s ) 点的密切 

圆（曲率圆），曲率圆的中心称为曲率中 

心，曲率圆的半径称为曲率半径（如图 
1 - 20 ). 

例3 求圆柱螺线 r ={ acos 6, 
asin Oybd ) (一 + °°) 的曲率和 
挠率. 

解由圆柱螺线方程 

r = {acos dyas'm dybd )» 图 1 一 20 

先计算 

r = {— asin (9 ,acos d ^ b ), 

〆 ’={— acos dj — asin 没， 0} ， 
r w = {asin 0, — acos 0,0}, 

于是有 



e\ e 2 e 3 

r X r = — asin d acos 6 b = {aZ?sin dj — abcos d^a 2 } , 

—— acos 9 —— asin 0 0 
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( r ， X〆，) 2 a 2 b 2 + a A 

由以上可以看岀，圆柱螺线的曲率和挠率都是常数. 

例 4 证明曲率恒等于零的曲线是直线. 

证明 已知 | 丨三0,因而 

r = 0, 

由此得到 P = a ( 常向量）. 

再积分即得 r = as J rb , 

其中6也是常向量.这是一条直线的参数方程. 

例 5 证明挠率恒等于零的曲线是平面曲线. 

证明 若则 y 是固定向量，但是我们已知 

a • y = 0, 

因而有 

r • y = 0, 

积分后得 

r • y = a (常数）， 

所以曲线在一个平面上，即曲线是平面曲线. 

读者试证上例的逆命题 ：“平 面曲线的挠率恒等于零”. 

我们称挠率不恒为0的曲线为挠 曲线. 

3.4 空间曲线在一点邻近的结构 

我们在这里研究空间曲线在某一个正常点的邻近的形状. 

在 C 3 类曲线 r ==r(>) 上取一点 r(5 0 ) ， 为了研究点/ *(. s 。） 邻近 
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的形状，在它邻近再取一点 /*( 5() + 仏）（如图 1 -21 ) .利用泰勒公 
式有 


r(5 0 + A5) — r(s 0 ) = r( 5 0 ) As + — 厂（ 5。 ) (A^) 



3! 



(5 0 ) + S)(AS) 3 ^ 



其中 lims = 0. 

A5 - ♦O 


由于 



= a, 



kp+kfi = kp + k(-ka + zy) =-k 2 a + kp + k T y 


所以 


(5 0 + A5> — r(s 0 ) = a 0 A5 H - k 0 p 0 (As) 



參 

—( — klao + k 0 fio + k 0 To 7o + e) ( AaO 3 ^ 

6 

其中 e = £ia 0 S 2 fio + £3 To» M a 。 、 Pu 、 y 。 、 々 o 、 r 。 等表示在点 r(s 0 ) 

的值 . 
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由上式可得 


r ( s 0 + △•、 ） 一 r ( s 0 ) 


+ — ( — kl + £1 ) (fit 。 + 


_丄 

.1 


k 0 (A.v) 2 + —(k 0 + e 2 ) (A^) 3 + — (^or 0 + £3) (A.v) ^ y 0 . 


如果在 ao , Po ,7 o 每一个分量的系数中只取第一项，则有 


( s 0 + AiO — r ( s 0 ) = /\ sa 0 + — k 0 (/\ s ) 2 


ko To ( A.V ) 3 Yq 


现在取[『(6。） ； 办，/^，7。]为新坐标系，并取 r (. s 。） 为计算弧长 
的始点，则有 s 0 ~0 9 As = s . 如果 5， rj ，〈 为曲线上点 r ） 的邻近点 
的新坐标，则有 


二 T 灸0夕， 


( 1 . 22 ) 


1 3 

C = ~^oToS 9 

D 


它可以看作在/*(5。）点邻近，曲线 r = ^( 5 ) 的近似方程.由此看岀， 
曲线在某点的曲率和挠率完全决定了曲线在该点邻近的近似 
形状. 

下面我们通过曲线 （1.22) 在基本三棱形的三个平面上的投影 


来观察曲线在一点邻近的形状. 

近似曲线在法平面$=0上 
的投影是 

( <? = 0) ,r/ = -^-k 0 s 2 = —k 0 Ti)S 3 

2 6 


消去参数 5 后有 


= 0)， f 2 = 


2ro 3 

9 k ~ o V 


它是半立方拋物线（如图 1-22). 
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曲线在从切平面 7 =0上的投影是 


(r/ = 0 )，$ = s，g = 




2 

ko To s 




消去参数 X 后，有 


(rj = 0 ) ， （ = 


— k 0 To^ ^ 


它是立方拋物线（如图 1-23). 



曲线在密切平面 （=0 上的投影是 

= 0),rj= y^of 2 1 

它是拋物线（如图1 -24). 

通过画出以上三个投影的立体图形就可以看出空间曲线在一 
点邻近的近似形状（如图 1-25). 

从以上分析可以 看岀： 

1°曲线穿过法平面和密切平 
面，但不穿过从切平面. 

2°主法向量尻总是指向曲线 
凹入的方向，这是主法向量正向的几 
何意义. 

3°挠率的符号对曲线的影响 图 1-24 
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如下： 



B 

mm 

n 

n 

mm 



mm 

mm 

a 

■■ 

B 



■ 

mm 

■ 

m 

■ 

■ 

■ 


■ 

a 

a 

■ 


(如图 1-25 左）曲线由下往上成右旋曲线.（如图 1-25 右）曲线由上往下成左旋曲线. 




3.5 空间曲线论的基本定理 

曲线的每一点都有确定的曲率和挠率，如果以弧长为参数，则 
有 々 = W 5 )，r = r (5) .这两个关系式只与曲线本身有关，而与曲线 
的刚体运动及空间坐标变换无关.我们把 A = = 称为空 

间曲线的自然方程. 

在上一小节里已经说明了空间曲线的形状局部地大体上由曲 
线的曲率和挠率所确定.下面我们将证明，曲线的自然方程局部上 
完全确定了曲线. 

空间曲线论的基本定理 给出闭区间[5。，〜]上的两个连续 
函数 〆 . s )> O 、0 G ) ，则除了空间的位置差別外，惟一地存在一条 
空间曲线，使得参数是曲线的自然参数，并且和 ^(5) 分别 
为曲线的曲率和挠率，即曲线的 A 然方程为 k = cp{s),z=^s). 

为了确定曲线的位置，设时，曲线对应空间 P 。 点（即 
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r (〜）= r Q )， 并且在该点的基本向量为给定的两两正交的右手系 
的单位向量 a 。、 P ( ,、 y Q . 

证明 （ i ) 以# . v ) 和 0 G ) 为系数建立一个微分方程组 




dr 


ds 

= a 

da 


Ts — 

= 9 


—■一 

d.v 


dy 

—一 


cp(s 、 fi ， 


cp{s)a + ip(s)y 


ds 


( Jj ( s ) fi . 


(1.23) 


根据微分方程组解的存在定理，此方程组对于初始条件5 = .SO 
时 a = ao ^ P=Po i 7 = 7 o 有惟- 组解： 

r = r(i) ,a = a(s) ，p = fi(s) 9 y = y(s ), 

这是以为端点的曲线. 

( ii ) 再作微分方程组 


< 


^-(a • a) = 2a •字 

ds ds 


l ( p . p ) = 2 p . f s 


^(r • r) 

as 




2 r 


dy 

dU 


± (a . p) = ^. p+a . d i 

ds d-v ds 


^-(p • r) 

as 




dP 


ds 


r + P 


dy 

d^s 




is (r 


a )= 学 • a + y 

as 


da 


利用 （1.23)， 则上述微分方程组可成为 
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• a )=2 cp ( s)p • a 
as 


< 


( P . P ) 


2 cp ( s)p • a + 2( p ( s、p • y ， 


(y • y) 


2 ip ( s)y 


(1.24) 


d 

Js 

d 

ds 

d 

— (a • p )= w ( s)p • p — cp ( s)a • a + 0(5 )y • a 
as 

d 

—(p • y ) = ip ( s)y • y — cp { s)a • y — ip ( s)p • p 

Q 5 


—(y • a ) = cp(s)y • p— ip(s)p • a ， 
as 

由已知条件 ( pis ) ，0( 5 )在[ 5 。 ] 连续； 5 = 5 o 时 a 。、 p ( )、 y 0 是两 
两正交的右手系的单位向量 ， BP 


Cfo • CTq = 1， flo • fio = 1 y Yo # Yo — ^ j 

0() • fio = 0 ， flo • Yo = 0 9 Yo ^ (Xo = 0 ， 


ao X p 0 • 7o =+ 1. 

根据微分方程组解的存在定理，存在惟一的一组解.但是当 

a • a = 1 ，p • p = 1^7* y=l ， 
a • p = 0 9 p • y = 0, y « a = 0 (1. 25) 

时方程组 （1. 24) 被满足，所以它们是 （1. 24) 的一组解. 

由上述 （1.25) 可知 a 、 p 、 y 是两两正交的单位向量.于是有 


( a ， p ， y ) =± 1， 

但是混合积 ( a ，/ J ， y ) 是 s 的连续函数，由于当 s = s 0 时它等于+ 1， 
所以对于所有的 s 都为+ 1，即 a ， p ， y 成右手系. 

由此得岀 a ， p ， y 是两两正交的构成右手系的单位向量. 

( iii ) 由于已得到 aG )， 把 （1. 23) 中的第一个式子两端积分， 
利用初始条件 /*(&)=〜 即得曲线的方程 


r = r 0 + a ( s ) ds . 

J 5 0 


(1.26) 
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( iv ) 因为 I P I = | a ( s ) I =1，所以弧长 

■ 5 • f 5 

a = I r I d5 = ch = •、• 一 s 0 ， 

J s o ^ s o 

即 a =. s •— ‘若取5。=0,则得这就是说 S 为曲线的自然 
参数. 


( v ) 由 y ； = a 可知 a (5) 为曲线的切向量.再由 々=|( i | = 

\( p ( s ) p \ = p ( . s )， 可得 phO 为曲线的 曲率. 由 （1. 2 3 )中的第二式可 
知 / K . sO 是所求曲线的主法向量.再根据 （ ii )， y (. s ) 是曲线的副法向 
量.所以 cK . s )， p (6)， yG ) 是曲线的基本向量. 

( vi ) 曲线的挠率为 



(a ^ cp ( s ) p 9 < p ( s ) p + ( p ( s ) p ) 

k 2 


一 (a ， (p(s)p ， <p(s、p + (— (p 2 (s)a + (p(s)ip(s)y)) 

= I 2 

_ (p 2 (s)ip(s)(a^p^y) 

= I 2 

由以上可见，由方程 （1.26) 所确定的曲线是以 s 为自然参数， 
pG ) 为曲率为挠率的 曲线. 

现在证明惟一性. 

设((^)和（(： 2 )是两条曲线，它们在对应点 s 有相同的曲率 
々（5)和挠率^5)，经过适当的刚体运动，可以使曲线((^)和（(： 2 )在 
对应于自然参数为〜的点连同在这点的基本三棱形相重合. 

我们设％ 、外、 I 和 a 2 、 p 2 、 y 2 为分别对应于曲线（0和（(： 2 ) 
的基本向量.两组向量函数 

都是方程组 （1. 23) 的解，并且这些解具有相同的初始条件. 
根据微分方程论的解的存在定理，这两组解是完全相同的.特别是 
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as as 

ri ( s ) = / *2(5) + c(c 为常向量）. 

但是 n (知） = r 2 (知 ）， 于是有 c = 0, 所以得到 

r x ( s ') = r 2 (. v ). 

因此，曲线 （0与（(： 2 ) 重合，这就是说，曲线 （◦ 1 )和（(： 2 )在 空间只 
有位置的差别. 

根据上述定理，曲线除了在空间中的位置外，由它的自然方程 

k = 々 （•、•） ，r = r (5) 

惟一地确定. 

3.6 — 般螺线 

空间曲线论的基本定理指出，曲线的曲率和挠率完全决定了 
曲线的形状.当曲线的曲率和挠率之间满足多种不同的关系时，就 
会得到不同类型的曲线.例如，^ = 0时为直线， r =0 时为平面曲 

线.在这部分我们对常见的曲线 - 般螺线进行较为详细的讨 

论，这对于进一步了解曲线的理论是非常必要的. 

我们在§2中已介绍过圆柱螺线，它 
是在一张长方形的纸上画一条斜的直线， 

当纸卷在圆柱面上时则斜线卷成了圆柱螺 
线.如果把同样的纸卷在一个任意的柱面 
上，那么斜线卷成一般螺线（如图 1-26). 

从直观上可以看出一般螺线的切线和柱 
面的母线交于固定角. 

定义 切线和固定方向作固定角的 
曲线称 为一般螺线. 

一 般螺线还有下面几个 性质： 

1°主法线与一个固定方向垂直. 

证明 设 P 是固定方向上的一个单位向量.根据一般螺线的 
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定义，可知它的切向量 a (5) 和 p 作固定角0；，即 

a • p = cos coj 、 

两边取微商得 

a * p = 0, 

因此得 

kp • p = Q. 

由于々关 0( 我们假定除去直线的情况），可以得到 

P • p = 0. 

2°副法线与一个固定方向作固定角. 

证明 由1°知 p 与 p 垂直，所以， p , ce ， y 共面.又因为 a 与 r 
垂直，且 P 与 a 作固定角，因此得出 P 与7也作固定角. 

3°曲率和挠率之比为一个定比，即^ =常数. 

r 

证明 由1°的结论 p = 0 可得 


因此有 


(― ka + zy) • p = 0, 


—ka 9 p + zy ^ p = 

设 《 与 p 的夹角为⑴（定角），所以上式为 


^cos (v i rsin a; = 0 ， 


即 


一 =± tan o; (常 数）. 

r 

可以证明以上 r 、2°、3° 的结论不但是必要的，而且也是充分 
的.在这里我们只证明3°的结论是充分的，其余留给读者证明. 
如果 

k 

—= 常数， 
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作向量 


r 



74 

-— a . 

k 


因为 

y + a — - 

k 

-zfi -\- Tp — 

■■ o , 

所以向量 y+fa 

R 

是常向量，并且与《作固定角，因此曲线是一般 

螺线. 




以上性质1°，2°，3°可以看作一般螺线的等价定义. 

最后，我们来求一般螺线的一种标准方程. 

设柱面的母线平行于^轴，则可令 P = 

再设一般螺线的方 

程为 

r = 

: r (. s ), 


于是由 

a • p 

— COS Cl ) 


得到 

a • e 3 

— COS OM 


即 

1 dx dy dz | 
i ds ? d.v ^ d.v J 

{0,0,1}= 

COS coy 

因而有 

dz 

=cos CO . 



ds 


若令 z = 0 时5 = « 

3,则 




z — 

•VCOS CO . 



于是一般螺线的方程就成为 

r = { x ( s ) jy ( s )，.scos ， 

其中 ，： y (.0 为任意函数. 
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; 习 题； 

♦ Hlh ♦ 1|_ ♦ III ♦ M ♦ *lh 

1. 求圆柱螺线 ：r = acos t，y = asin t , z = &在任意点的密切平面的 
方程. 

2. 求曲线 x=tsin t , y=tcos t , z = te ' 在原点的密切平面、法平面、从切 
平面、切线、主法线、副法线方程. 

3. 证明圆柱螺线^ = acos t , y = asin z = 以的主法线和 z 轴垂直 
相交. 

4•在曲线 JT = cos Q-cos t , 3 /==cos asin t , 2 ： =/sin a 的副法线的正向取单 
位长，求其端点组成的新曲线的密切平面. 

5. 证明球面曲线的法平面通过球的中心. 

6. 证明过原点平行于圆柱螺线 r = Ucos /， asin t , 的副法线的直线 
轨迹是锥面 a 2 (: r 2 +y )= b 2 z 2 . 

7. 求以下曲线的曲率和 挠率： 

( 1 ) r = {acosh ?,asinh t ^ at )； 

(2) r ={ a (3 t - t 3 ),3 at 2 , a (3 f +/ 3 )} ( a >0). 

8. 曲线 r = { cos 3 Nsin : W，cos ，求 :(1) 基本向量 a 、 P 、 y ; (2) 曲率和 

挠率； （3) 验证伏雷内公式. 

9. 证明如果曲线的所有切线都经过一个定点，则此曲线是直线. 

10. 证明： 如果曲线的所有密切平面都经过一个定点，则此曲线是平面 
曲线. 

11. 证明如果一条曲线的所有法平面包含常向量6那么这曲线是直线 
或平面曲线. 

12. 证明曲率为常数的空间曲线的曲率中心的轨迹仍是曲率等于常数 
的曲线. 

13. 证明曲线 x=l + 3/+2^ 2 , y =2~2 t + St 2 , z =\~ t 1 为平面曲线，并 
求出它所在的平面方程. 

14. 设在两条曲线厂、 f 的点之间建立了 一一 对应关系，使它们在对应点 
的切线平行.证明它们在对应点的主法线以及副法线也分别平行. 

15. 设在两条曲线厂、广的点之间建立了一一对应关系，使它们在对应点 
的主法线总是互相平行.证明它们在对应点的切线作成固定角. 
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16. 若曲线 r 的主法线是曲线 f 的副法线， r 的曲率、挠率分别为 k 、 T ， 
求证々=^(々 2 +1" 2 )，其中及是常数. 

17. 曲线 r == | a(i —sin t ) , a ( 1 — cos t ) ,4 acos ~ J 在哪些点的曲率半径 
最大？ 

18. 已知曲线 （ C )6 C 3 :/*= r (5) 上一点 r (. s 。） 的邻近一点 r (5 0 + 〜）， 求 

点到 rU 。） 点的密切平面、法平面的距离（设/ •(&) 点的曲率、挠率分 
别为々。， r 。）. 

19. 如果曲线 r : r = rG ) 为一般螺线， ct ， P 为 r 的切线向量和主法向量， 
尺为 r 的曲率半径，证明 r ： r(s)=Ra- / Jch •也是一般 螺线. 

20. 证明一条曲线 r = Ks ) 为一般螺线的充要条件是 （ 〉‘，’厂 )=0. 

21. 证明一条曲线的所有切线不可能同时都是另一条曲线的切线. 

22. 设在两条曲线 （ C )、（ C ) 的点之间建立了 一一对应关系，使它们在对 
应点的切线平行.证明它们在对应点的主法线以及副法线也分别平行，而且 
它们的挠率和曲率都成比例，因此如果 （ C ) 是一般螺线， （ C ) 也是一般螺线. 
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SSB 

栗一 s 


曲面论 


§ 1 曲面的概念 

l . i 简单曲面及其参数表示 

平面上不自交的闭曲线称为若尔当 （ Jordan ) 曲线.若尔当曲 
线分平面为两部分，并且每一部分都以此曲线为边界，它们中间一 
个是有限的，另一个是无限的，其中有限的区域称为初 等区域 .换 
言之，初等区域是若尔当曲线的内部.例如，正方形或矩形的内 
部，圆或椭圆的内部等都是初等区域. 

如果平面上初等区域到三维欧氏空间内建立的对应是 一一 
的，双方连续的在上映射，则我们把三维欧氏空间中的像称为简单 
曲面. 

实例： 一矩形纸片（初等区域），可以卷成带有裂缝的圆柱面， 
如果矩形纸片是橡皮膜，还可进一步使它变为圆环面. 

我们假定以后所讨论的曲面都是简单曲面.不另作声明. 

根据上述曲面的概念.我们可以建立曲面的方程. 

给出平面上一初等区域 G ， G 中的点的笛卡儿坐标是 U ， t ;)， 
G 经过上述映射/后的像是曲面 S . 对于空间的笛卡儿坐标系来 
说， S 上的点的坐标是（: r ， y ， z )， 这样我们可以具体写出/的解析 
表达式： 
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J0 = fi^UyV) yy= f 2 iuyv) y 

z = f 3 ( u ， v) j(ujv) G G. 


( 2 . 1) 


(2.1) 称为曲面 S 的参数表示或参数方程， 《 和^称为曲面 S 的参 
数或曲纹坐标. 

习惯上，我们常把 （2.1) 中的函数关系符号力、/ 2 和/ 3 分別 
写成 x ^ y 和 z ，即把 （2. 1) 写成 


x = x(u^v) ^y = y(ujv) j 
z = z( u^v) 


( 2 . 1) 


我们有时也把曲面的参数方程简写成向 M 函数的 形式: 


r=r(ujv) Aujv) ^G. ( 2 . 2 ) 

实例： 

( i ) 圆 柱面 : G 是长方形 ， w = (9， v =2：，0<(9<27 r ，一 oo <2：< + oo 
(如图 2-1). . 



图 2-1 


圆柱面的参数方程为 

x = Rcos 6^ v = Rs\n d^z=zj 

其中尺为截圆的半径. 

( ii ) 球面: C ； 是长方 形，“ =?(经度 ）， p = 纬度）， 一 f <沒< 


， 0<^<2 兀 （如图 2-2). 


丌 
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m 


o 

— _2L 

图 2-2 

球面的参数方程为 

x = Rcos dcos (pjy = Rcos dsin (pjZ = Rs\n 0^ 

其中 k 是球面的半径. 

( iii ) 旋 转面： 考虑 * rOz 平面上的一曲线 （ C ): 

x = (p(t)>0 jZ = ip(t) ，一 oo<0< + oo. 

把此曲线绕 Z 轴旋转，则得一曲面，称为旋转面.它的 G 是一长方 
形，“=没，1；=^，0<沒<271：，一00<，< + 00(如图2 - 3). 




图2-3 


旋转面的参数方程为 

x = cp(< t )cos d ， y == cpC t) sin d ， z =z (JjQt) • 

上面介绍的 （2. IV 或 （2. 2) 中的参数 心 p 就是曲面的曲纹坐 
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标.直观来说，我们把曲面上的点在上述映射/下的原像 （ G 中的 
点）的坐标定义为曲面上点的曲纹坐标. 

初等区域 G 所在平面上的坐标直线1；=常数或《 =常数在曲 
面上的像称为曲面的坐 标曲线 .使常数而《变动时的曲线叫 
做“一曲线，同样，〃=常数而 r 变动时的曲线叫做 v 曲线.两族 
坐标曲线 M —曲线（*^=常数）与曲线 （《 = 常数）在曲面上构成 
的坐标网，称为曲面上 的曲纹坐标网 （如图 2-4). 

实例： 



图 2-4 


( i ) 圆柱面0 —曲线 常数） ：是 垂直于 z 轴的平面和圆 
柱的交线，它们都是圆. 

Z —曲线（0=常 数）： 是圆柱面的直母线. 

( ii ) 球面 y —曲线（0=常 数）： 是球面上等纬度的圆—— 
纬线. 

沒一曲线常数） ：是 球面上过两极的半圆——子午线（经 

线). 

( iii ) 旋转面0—曲线 Q = 常数） ：是 垂直于^轴的平面和旋 
转面的交线——平行圆（纬线）. 

/一曲线 （0= 常数） ：是 旋转面的母线——子午线（经线）. 

1.2 光滑曲面曲面的切平面和法线 

如果曲面方程 
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或 


x = a:(u 9 v),y = y(ujv)yz=z(u 9 v) 


r=r(u 9 v) 

中的函数有直到々阶的连续偏微商，则 称为& 阶正则曲面或 C A 类 
曲面.特别地， C 1 类曲面又称为光滑曲面.以后我们假定所讨论 
的曲面都是光滑的. 

过曲面上每一点 （ Wo ， Vo ) 有一条 M —曲线： 

r = r ( w ， 队）， 

又有一条曲线： 


r = r ( M 0 yv ). 

在曲面上（％，％ ) 点处的这两条坐标曲线的切向量分別为 


r u (.u 0 , v 0 ) 




dr 

du 


(Uq 9 Vq ^ ( Mq 9 Vo ) 


dr 

dv 


( U.Q jVq ) j 


如果它们不平行，即 r u Xr v 在 （ Mo ，％ ) 点不等于零，则称 （ m q ， IA )) 点 
为曲面的正常点，以后我们只讨论曲面的正常点. 

根据/和/\的连续性（因为曲面是光滑的），如果 /* u Xi * v 在 
U 。 ，叫）处不为零，则总存在（〜，队）的一个邻域 L /， 使得在此邻域 
内，于是，在这片曲面上，有一族 m —曲线和一族 I ；一曲 
线 ：经过 曲面上每一点有惟一的一条 a —曲线和惟一的一条^一曲 
线，而且这两族曲线彼此不相切.这样的两族曲线称为曲面上的 
一个正规坐标网. 

由于在正常点的邻域 L ； 内 r u Xr * v ^0, 即矩阵 

dx dy d_z 
du du 3u 

dx dy dz 
dv dv dv 

的秩为2,换言之，三个行列式 



c)x dy 


dy dz 


dz dx 

a (:，: y) _ 

du du 

a (: y ， 之） _ 

du du 

3{z 9 x) _ 

du du 

3(ujv) 

dx dy 
dv dv 

’ d ( U ， V) 

dy dz 
dv dv 

9 3(u,v) 

dz dx 
dv dv 
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中总有一个行列式在(叫， 队） 的邻域 U 中不为零.假设第一个行 
列式不等于零，则由隐函数的存在定理， 

x = xiu ^v) ^ y = y(u^v) 

在 u 中存在惟 一一 对单值的连续可微函数 


u = u(x 9 y) jv=v{x ^y). 

把上式代入 （2. 1)' 中的最后一个方程，则曲面在邻域[/上的参数 
表示可以写成 


即 


z = z\_uix <,y) , y)^\ = z(x , y), 


z = z(x , y) . (2. 3) 

(2. 3) 为曲面特殊的一种参数表示.于是我们得到 

命题1曲面在正常点的邻域中总可以有 （2. 3) 形式的参数 
表 7 K . 

若曲面上点的曲纹坐标由下列方程来 确定： 

u=u(t) ,v=vit) , (2.4) 

其 中/是 自变量，把它们代人曲面的参数方程中，则这种点的向径 
可以用复合函数来 表示： 

r=r[_u(t) ，卩⑴ ] = /*(，）. (2. 5) 

于是 /* 可以表示为一个变量/的函数，且当〖在某一区间上变动 
时， r 的终点在空间中描绘一条曲线.因此 （2. 4) 或 （2. 5) 在曲面上 
确定某一曲线，这曲线在曲面上 （ w Q ，•^ ) 点处的切方向称为曲面在 
该点的切方向或方向.它平行于 


r '( t )= r u 



( 2 . 6 ) 


其中~，/^分别是在（&，％)点的两条坐标曲线的切向量. 

上式说明 r '( t ) , r u , r v 共面，所以有 

命题2曲面上正常点处的所有切方向都在过该点的坐标曲 
线的切向量 r „ 和/所决定的平面上. 

我们称此平面为曲面在这一点的切平面（如图 2-5). 
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W -曲线 


V - 曲线 
图 2-5 

(2.6) 还可以简写成 

r '⑴ = 莹卜砮 +r -)， 

由此可见， 〆 ⑴所决定的曲面的切方向，完全依 赖于#和# 的比 

值 d « : dz ;. 因此，以后我们说到给出曲面上某点的一方向时，就 
是指给岀了 dw : 

下面我们导出曲面上一点仏（&，队）的切平面的方程.若设 
表示切平面上的任意点 M 的向径，则根据切平面的定 
义 ，向量 K — r ( w 。 ，取。 ） 与向量 r „( w 。 ，幻。） ， r v ( w 。， i ;。） 共面•由此得岀 
曲面上 PoU 。，*^。） 点的切平面的方程为 

(R — r(u 0 jVo) ^r u (u 0 ^Vo^r v (u 0 jv 0 )) = 0, 

或写成坐标的形式 

X — x(u 0 Y — y(u 0 Z — z(u 0 ^v 0 ) 

X u (u 0 jV 0 ) y u (u 0 ^ Vo) Z u (U 0 ， Vq) = 0. 

x v (u 0 , v 0 ) y v (u 0 ， v 0 ) z v (u 0 jv 0 ) 

对于曲面 （2. 3) 形式的参数表示 

r = {xyyyzixyy )} , 

r x = (1 ， 0 ，户）， r y = (0 ， l ， g )， 



其中 
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. 9 z 
p = ^ q 


d y 


则曲面在(: ^，>)点 处的切平面的方程是 


X — x 0 Y 一 Z — zq 


0 


0 

1 


po 

Qo 


0 


其中 


Z — Zo = po(X — x 0 ) + (y — 3^0 ) ^ 


z 0 = z(x 0 ， : y 0 ) ， />o 


dz 



c)x 


，仍 = 

( io，V 


dz 

ay 


( i 0 ，V 


曲面在正常点处垂直于切平面的方向称为曲面的 法方向 .过 


这点平行于法方向的直线称为曲面在该点的 法线. 显然，曲面的 
法向量 N = r „ Xr v ，于是 


曲面的单位法向量 = 

由于曲面的法线是通过点 P (:^3；，^)，并且平行于法方向的 
直线，因而它的方程可写为 

R = r + A(r u X r v ) 9 

其中 K ( X ， Y ， Z ) 是法线上的任意一点， A 是决定点只在法线上的 
位置的参数. 

用坐标表示的法线方程具有如下的 形式： 


X — j:( w 0 ，卩0 ) 
y u (u 0 ^ vo) z u (u 0 j v 0 ) 


Y — y(u 0 9 v 0 ) 

z u (u 0 , v 0 ) x u (u 0 9 v 0 ) 


y v (u 0 ,v 0 ) z v (u 0 jV o) z v (w ( ) ， x; 0 ) x v (u 0 j v 0 ) 


Z — z(u 0 jVo) 

X u (u 0 y Vo) y u (u 0 y Vo ) 
X v (u 0 j Vo) y v (u 0 y Vo) 

• 64 • 



对于曲面 （2. 3) 形式的参数表示，法线方程可简化为 

X — xq — Y — _ Z — z 0 

Po qo — 1 • 

例 求圆柱面 r={Rcos 0, Rs'm 在任一点的切平面和法 

线方程. 

解 r = {Rcos 6 j Rsin d^z) , 
r e = { —Rsin 6^ Rcos 0,0 } ， 

= {0 ， 0 ， 1} • 

在任一点的切平面方程为 

X — Rcos d Y — Rsin d Z — z 
— Rsin 6 Rcos d 0 =0， 

0 0 1 
即 

Xcos 0 + Ysin 6 — R = 0. 


在任一点的法线方程为 


X — Rcos 6 

y 

— Rsin Q 

Z-z 

Rcos d 0 


0 

— Rsin d 

- - 

— Rsin 6 Rcos 9 

0 1 


1 

0 


0 0 


j Xsin 9 — Ycos 9=0, 

\z — z = 0. 

如果曲纹坐标 U ， x ；) 变为新的曲纹坐标 


U = uillfV) » V = viUfV) » 

则得到曲面关于新曲纹坐标 （5, 幻的方程 

r = riuyv). 

由于新的坐标曲线的切向量/^和^可以用原来的坐标曲线 
的切向量和 r v 来 表示： 
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因此 


N 




r u X r v = (r u X r v )( 


du c)v du 3v 
du dv dv du 


N 


由此可见，假定行列式 


3( u ^ v ) 

d(iijv) 


du 

dv 

du 

du 

du 

dv 

dv 

dv 


# 0, 


d(U ， V) 
d(tijV ) 9 


(2. 7) 


( 2 . 8 ) 


则 r M X /* v ^0 对于新的曲纹坐标仍成立. 

(2. 7) 表示当曲纹坐标 （ w ， u ) 施行变换时，新法 向量巧 为原来 
法向量 N 乘上变换行列式 （2.8). 因而，可以看出新的法向量 N 


平行于原来的法向量 N . 如果变换行列式 （2. 8) 为正时， N 与&的 


方向 一致； 如果变换行列式 （2.8) 为负时， N 和々的方向相反.现 
在我们限制参数变换的行列式 （2. 8) 为正，于是对于所有的参数变 
换法向量的正向保持不变.在这个限制下，我们称沿法向量 N 的 
正向为曲面的正侧. 

由向量积的定义，/*„，^， N 顺序构成右手系.我们还要指岀 
的是，曲面正侧的确定与参数的确定有关.例如，当坐标曲线《与 
v 对调时，则 N 改变为它的反向，因而曲面正侧变为负侧，这时我 
们把所讨论的曲面称为双侧曲面. 


1.3 曲面上的曲线族和曲线网 


给出一光滑曲面 S : 


r = r(u^v) ^ 


曲面 S 上一曲线的方程是 


⑴， 


v(t) 


或 


r = r[M ⑴， 1 ；⑴ ]= r(t). 


(2. 9) 


( 2 . 10 ) 
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从 （2.9) 消去〖，可以得曲面上曲线方程的其他 形式： 

u = cp ( v ) j (2. 11) 

或 

v = ( p ( u ) 9 (2. 12) 

或 

f ( u , v ) = 0. (2. 13) 

线性微分方程 

A ( ujv)du + Biu , v)dv = 0 (2.14) 


表示曲面上一族曲线——曲 线族. 设 A 关0,则由 （2. 14) 得 


Au B ( u ， v ) 

- r —:-- 

dv A ( u ^ v ) 


= F(ujv). 


解方程得 


U = (p(vjc) J 

其中 C 是待定常数.每一个 C 值对应曲面上一条曲线，所以上式得 
到曲面上的一族曲线. （2. 14) 表示这族曲线的方程. 

特别地 ， A = 0 或 B = 0 时 （2. 14) 分别为 

dx ; = 0或 dw = 0， (2. 15) 


即 


v = Ci (常数）， 


或 


U = c 2 ( 常 数). 

因此 （2. 15) 表示坐标曲线的方程. 


二阶微分方程 


A ( u 9 v ) du 2 -h 2 B ( u 9 v)dudv + C ( u 9 v ) dv 2 =0 


(2. 16) 


(假设 [ B ( m ， t ;)] 2 — 八（1/，1；)(^(1/，*1；)〉0)表示曲面上两族曲线 
曲线网.设 A 关0,由 

du 
dv 




得 
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du _ — B ( u 9 v ) j ： \/ \_B { u ^ v )~\ 2 — A(u >,v)C(<u yv) 
di A(u^v) 

= Fi ( w ， i ;) 或 F 2 ( u , v ), 

分別解这两个一阶微分方程，即得曲面上两族曲线.曲面上两族 
曲线构成曲面上一曲线网， （2. 16) 表示曲面上曲线网的方程. 

特别地 ， A = C =0 时， （2. 16) 为 

AuAv = 0. (2. 17) 

若 

dw = 0, 

则 

u = q (常数）， 

这表示曲线族.若 

Av = 0, 

则 

V = C 2 ( 常数）， 

这表示 W —曲线族.因此 （2. 17) 所表示的曲线网就是曲纹坐 
标网. 


;习题 t 

41 l|h «9|) 111 w 

1. 求正螺面 r= { mcos I；， Msin v , 的坐标曲线 • 

2. 证明双曲拋物面 r = U( M + i ;)， bdu-v), 2«仍的坐标曲线就是它的 

直母线. * 

3•求球面 r = {acos dcos cp ， acos dsin <p ， asin 0} 上任意点的切平面和法 
线方程. 


4. 求椭圆柱面~ +各=1在任意点的切平面方程，并证明沿每一条直 


母线，此曲面只有一个切平面. 

5. 证明曲面 r = 的切平面和三个坐标平面所构成的四面体的 

V UV ) 


体积是常数. 
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§2 曲面的第一基本形式 


2.1 曲面的第一基本形式曲面上曲线的弧长 


给出曲面 S : 
上的曲线 （ C): 


r = r(u^v) 


U = U(t) ，V = v(t) 

或 

r = r[w(r ) ， 

对于曲线 （ c ) 有 


或者 


若以 


令 


dr 

d ， 




dr 


du + r u dv t 


表示曲面上曲线的弧长，则 

dr = dr 2 = (r H dw + r v dv) 2 

=r 2 u du 2 + 2r u r v dudv + r 2 v dv 2 


( 2 . 2 ) 

(2.18) 


E = r u ^ r u , F = r u • r v , G = r v ^ r vJ (2. 19) 

则有 

ds 2 = Edu 2 +2Fdudv + Gdv 2 . (2. 20) 

这个二次形式可以决定曲面上曲线的弧长.设曲线 （ C ) 上两 
点 AU )， Bh ) ，则弧长为 


^J::X:V E (t) 2+2F =+0. 

(2. 20) 是关于微分 d M ， ch ； 的一个二次形式，称为曲面 S 的 第一基 
本形式 .用 I 表 7 K : 
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它的系数 


I = Edu 2 + 2 Fdudv + Gdz / ， 


E = r u ^ r u , F = r u • r v ， G = r v • r v 

称为曲面 s 的第一类基本量. 

曲面的第一基本形式在曲面论中占有非常重要的地位. 
对于曲面的特殊参数表示 z = ：2：( x ，： y ) ，有 


{j ： 9 y 9 z(j ： 9 y) } 9 


则 


{1，0，户}， 


{ 0，1，>， 




dz 

dx 

dz 


由 （2. 19) 有 

E = r r • r r = \ + p 2 , F = r x ^ r y = pq , G = r y ^ r y = l + q 2 

曲面的第一基本形式为 


( 1 + /? 2 ) dx 2 + 2 pq dxdy + ( 1 + g L> ) d ，) 


由 （2.19) 知 


r'i > 0, G = r 2 v > 0. 


又根据拉格朗日恒等式可知第一基本形式的判别式 


EG - F 2 


Irl — ( r u 


- rj 2 = 


( r u X r v ) 2 > 0 


因此第一类基本量 £：、 F 、 G 满足不等式 £：>0， G >0，£： G — F 2 >0, 


这表明第一基本形式是正定的.这个结论也可由 I =山 2 直接 
得出. 

例 1 求球面 r = { Rcos Ocos < p , Rcos , Os'm cp , Rs\n <9} 的第一 * 

基本形式. 

解由 r = {Rcos 0 cos cp , Rcos ds\n cp ， Rs'm 0} , 可得出 

= { — Rcos Os\n cp，Rcos dcos p ，0} ， 
r e = {— Rs\n dcos ( p ， 一 尺 sin ^sin cp，Rcos d ) ， 

由此得到曲面的第一类基本量 
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E = r 9 * r 9 = R 2 cos 2 d, 

F = • r 6 = 0, 

G = r 0 • r 0 = R 2 • 

因而 

I = R 2 cos 2 dd<p 2 +R 2 dd\ 

例 2 求正螺面（如图2 -6) 的第一基本形式. 

解取螺旋轴为 z 轴，以 r 表示直线与 * r 轴的交角，以 W 表示 
直线上的点 M 到 z 轴的距离（如图2-7)，则正螺面的参数方程可 
写为下列 形式： 

x = wcos Vy y = Wvsin v, z = av ， 

上式分别关于 w 和 r 求导得 

x u = cos t ;， y u = sin Vy = 0 ， 
x v = 一 Msin Vj y v = ucos z v = a. 

因此 

E = 1, F = 0, G = w 2 + a 2 , 

I = ds 2 = du 2 + ( m 2 + a 2 ) dv 2 . 


z i 



图 2-6 图 2 - 7 
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2.2 曲面上两方向的交角 


前面已经提到过曲面 /* = /*( M，W) 上一点 U Q ，!；()）的切方向称为 
曲面上的方向，它能表示为 

dr = r u ( u 0 9 v 0 )du r v ( u 0 9 v 0 ) dv 9 

其中 r„U 。，！；。） 和 r v U 。，!；。） 是过 U 。，!；。） 点的坐标曲线的切向量. 
给定了曲面的参数表示式后 G 和^是已知的，因此给岀一方向 
dr 就等于给出一对值 ck、di;， 不过方向和 dr 的长度无关，所以给 
岀 cU : di; 就能确定曲面上的一方向.我们以后经常用 （d)，dr 或 
dw : dt； 表 7K 曲面上的 一 方向 • 

给出曲面上两个方向 （d M : dt;) 和（加：加），我们把向量 dr = 
r M dw + r v d*r; 和 dr = r u ^u + r v ^v 间的交角称为方向 （ dz/ : dr ) 和 
( du - 如）间的角. 

现在求方向 （d) 和 （S ) 间的交角乂由于 

dr • 8 r = | dr | | Sr | cos d , 

所以 

Q dr • ^ 

cos 6 = -- - - • 

I dr I I Sr I 

由于 

dr = r u du + r v dv , dr 2 = Edu 2 4 - 2 Fdudv + Gdv 2 , 

^r= r u ^u + r v ^v, dr 2 = Edu 2 + 2Fdudv + Gdv 2 , 
dr - dr= (r u du + r v dv) • (r u du + r v 8v) 

=Edudu + F( 十 ) 十 
由此得 cos 6> 的表示式 


Edudu + FCdudv + dwD + Gdvdv 



( 2 . 21 ) 

由这个公式可以推出曲面上两个方向 （ch/ : ck ;) 和: 垂直 

的条件是 
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Edudu + F(dudv + dz ； Sw) + Gdvdv = 0. (2. 22) 

此外我们还可以求出坐标曲线 w —曲线0=常数)和 r 一曲线 
U = 常数）的交角 w 的表示式.因为和^是坐标曲线的切向 
量，所以匕，厂间的交角为 


COS CO = 




F 

Veg 


(2.23) 


由此推出曲面的坐标网是正交的必要和充分条件是 F =0. 


例 3 证明旋转面 r = {( p ( t)cos d > ( p ( t)sm 0, v ^) } 的坐标网 
是正交的. 


证明 r = { ( p ( t)cos dy ( p ( t ) s\n d , ( pit )}, 
r e = { —( p ( t)sin dj ( pit)cos d ， 0}， 

/*, = { 〆 ⑴ cos 沒， 〆 ⑴ sin 汐， 〆 （，）}， 

由此得到 


F = r d • r , = 0, 

即坐标网是正交的. 

同样我们也可以证明圆柱面、球面、正螺面上的坐标网是正 
交的 • 


2.3 正交曲线族和正交轨线 

给岀两族曲线 

Adw + Bdv = 0, Cdu + Ddv = 0 , 

如果它们正交，由 （2. 22) 可以得出 

叫瓮 O 悲1 = 0， （2 . 24) 

即 

F (f + §) +Q l§ =。， 


或 


EBD — F(AD + BC ) + GAC = 0. 
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另外如果给出一族曲线 

AAu + Bdv = 0, 

则另一族和它正交的曲线称为这族曲线的正交轨线. 
从 （2. 24) 可以看出正交轨线的微分方程是 


即 


E+Fl-^ 




A 

B 



du 


0 , 


dv 

du 


BE-AF 
BF - AG 9 


2.4 曲面域的面积 


设曲面 S : 

r = r ( u 9 v ). 

给出曲面 S 上一个区域 D ， 我们将推导其面积的计算公式. 
首先把曲面域用坐标曲线 W = 常数与常数剖分成完整的 
和不完整的曲边四边形（如图 2-8). 曲线和 I — 曲线越密，那 

些完整的曲边四边形就越接近平行四边形，而那些不完整的曲边 
四边形的面积在整个曲面域面积里所占的比重就越小，以至于可 
以略去. 



图2 -8 


取以点 （ W ， W)，(M + dw ， T；)，(M + dw ， v + dv ) , 为顶 

点的曲边四边形，可以近似地把它换成切平面上的一个平行四边 
形.这个平行四边形以切于坐标曲线的向量为边（如 
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图 2-9). 我们把所取的曲边四边形的面积可以认为近似地等于 
以 r tt d w , r . dt ； 为边的平行四边形的面积. 



由于平行四边形的面积等于两边之积再乘以它们交角的正 
弦.于是，上述的平行四边形的面积 da 为 

dcr = \ r u du X r v dv | = \ r u X r v \ du di ;. 

因此，曲面域 D 的面积 a 可由二重积分来 表示： 

cr 的面积 =do = \ r u X r v \du dv , (2.25) 

D 9 

这里的区域 9 是曲面域 D 相对应的平面上的区域.由于 

( r u X r v Y = r 2 u r'i — ( r u r v ) 2 = EG — F 2 > 0 9 

所以① 

a 的面积 = VEG - F 2 du dv . (2.26) 

%/C 

9 

这样，我们看到曲面上曲线的弧长、曲面上两方向的交角以及 
曲面域的面积都可以用第一类基本量 E 、 F 、 G 来表示.仅由第一 
基本形式出发所能建立的几何性质称为曲面的内在性质或内蕴性 


①我们这里只是直观地推导了曲面的面积公式.关于曲面面积槪念的严格叙述 
与曲面面积公式的严格推导，详见 C. Goffman 著《多元微积分》（史济怀，彭家贵等译， 
人民教育出版社出版， 1979) 第四章第7节. 


• 75 • 



质.以上这些度量性质都是曲面的内蕴性质. 


2.5 等距变换 


给出两个曲面 

S ： r = r ( u , v ) , 

S \ ： Ti == ( ll \ 9V1 ) 9 

如果其对应点的参数之间存在 一一 对应关系 

U \ = U \ ( ujv ) , 

Vi = Vi(UjV) 9 

其中函数^。，!；），连续，有连续的偏导数，并且函数行 
列式 


yV\ ) 
3 ( u ， V) 


关 0, 


则5和5,之间的 一一 对应关系称为3到 Si 的 变换. 

因此，如果 S 和 S , 之间有符合上述条件的对应关系，则在^ 
)上就可以经过参数变换 


U\ = Ul(UyV) , 


V\ = Vi(u 9 v) , 

使 

r\ = r x [_ui {u^v) , v\{u^v)~\ = ri(u,v), 

即 & 也以 w ， V 为参数. 

这样，曲面5和5 1 的对应点就有相同的参数.因而在以下讨 
论变換时，如无特別声明，总假定对应点有相同的参数. 

在取定相同的参数时，曲面 S 上的点 （ W ，!；) 对应曲面 S , 上的 
点（“，耵)（即 rU ， w ) 对应曲面 S 上的曲线 = 
v ( t )( t 0 ^ t ^ t l ) 对应曲面 S , 上的曲线 u = uit ) ， v = v 、 t 、 U « 
^ i)(BP rluU ), W /)] 对应 nOG )，!；（/)])， 也就是对应曲线有相 
同的方程.曲面 SfS , 的第一基本形式分别为 

I = Edu 2 + 2Fdudv + Gdv 2 * 
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1 i = Ei du 2 + 2Fj dwdw + G 】 dz; 2 ， 

其中 E = r u • r u , F = r u - r v , G = r v • r v ， 

= r lu • r lu , F l = r lu • r lv9 Gi = r lv • r lv . 

定义 曲面之间的一个变换，如果它保持曲面上任意曲线的 
长度不变，则这个变换称为等 距变换（保长变换). 

由于曲面上曲线的长度是由曲线的参数方程和曲面的第一基 
本形式所确定，而上面所述对应的曲线又有相同的参数方程，所以 
如果对应曲面的第一基本形式 相同： 


也即 

E(u 9 v) = Eiiu^v) 9 F(u,v) = Fi(u,v) ^ 

G(u ， v) = G\(uyv ) 9 
则曲面 S 和 Si 之间的变换就是等距变换. 

定理 两个曲面之间的一个变换是等距的充要条件是经过适 
当选择参数后，它们具有相同的第一基本形式. 

证明 充分性已证，以下证明必要性. 

设曲面 S 与 Si 之间的一个变换是等距的，且对应点取相同 
的参数，则 S 上的任意一条曲线/ *[ w ( r )， ^；(/)]和&上的对应曲 
mn [ u ( t ) 9 仪?)]有相同的长度，即对于0。，/」的任意/有 


因此 



+ 2 F 


du \ IAv 


)( 


dt V d / 


+ g, ^7 


dt 


dtj 





Edu 2 + 2 Fdudv + Gdv 2 = E { du 2 + 2 F { dudv + G x dv 2 

对曲面 s,s, 上的任意对应曲线都成立. 

由于在曲面上任一点沿任意方向都有曲线，所以上述等式对 


任一点和任意方向 （ck : dr ) 是恒等式，于是， 

E = F = G = G , 
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对亍对应曲面上任意一对对应点都成立. 

根据这个定理我们知道，仅由第一基本形式所确定的曲面的 
性质（即内蕴性质）在等距变换下保持不变.因此，我们在上一节 
中所学过的曲面上曲线的弧长、交角、曲面域的面积等都是等距不 
变量（保长不变量）.今后我们把曲面上这种仅仅用£:、 F 、 G 表示 

出来的几何量称为曲面的内 蕴量. 

例 4 正螺面 r= { ucos wsin v, ax ;} 的第一基本形式是 

I = du 2 + ( w 2 + a 2 )dv 2 ^ 


而悬链面 


“cosh 


cos 


， acosh — sin d，t \ ，有 


sinh — cos Oy sinh — sin (9,1 1 ， 


a 


r 0 


acosh — sin acosh — cos 汐， 0 


E = 


sinh 2 — + 1 
a 



F = 0 ， G = a 2 cosh 2 



所以悬链面的第一基本形式为 


如果令 


则 


I = cosh 2 —( dr ' + a 2 Ad 2 ). 

a 



asinh 





u 1 + a 1 = a L > cosh 2 — 




du = cosh — d /，dv = dO ^ 

a 

代入悬链面的第一基本形式得 

I = dw 2 + ( u 1 a 2 ) Av 2 . 

这与正螺面 r — { wcos v , wsin v , ⑽}的第一基本形式 一 致. 这就 
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是说，上述参数之间的对应关系，给出悬链面和正螺面之间的一个 
等距变换. 

2.6 保角变换 

定义曲面之间的一个变换，如果使曲面上对应曲线的交角 
相等，则这个变换称为保角变换（保形变换）. 

在下面的讨论中，我们仍假定两个曲面的对应点有相同的 
参数. 

定理两个曲面之间的一个变换是保角变换的充要条件是它 
们的第一基本形式成比例. 

也就是说如果取相同参数时，两个曲面的第一基本形式为 

I = 十 2Fdwdz; + Gdi; 2 ， 

I 1 = Ei du 2 + 2Fi duAv + Gi Av 2 

由此可知 

I 1 = X 1 (<UyV) I , Xiu.v) ^ 0, 

即第一类基本量成 比例： 

E, ： E = F { ： F = G, ： G. 

证明充分 性：由 

E, = A 2 E, F, = A 2 F, G, = A 2 G 

代入曲面上曲线的交角公式 （2. 21)， 得知对应曲面上曲线间的交 
角相等. 

必 要性： 由于保角变换，因此对于两曲线的正交性是保持不 
变的，所以从公式 （2. 22): 

Edu^u + F( dudv + di ； 8w) + = 0, 

得到 

E\ dwSw + F\ (dudv + dvdu) + Gi dv8v = 0. 

消去如、加，便得 

Edu + Fdv — Fdu + GAv 
Eidu F { dv F x du + Gi dT；* 
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由于 d « 和 di ; 的任意性，在 dv=0 时得到 

E _ F 

而在 de / = 0 时得到 

F _ G 

r^cr 

所以 

E, ： E = F, ： F = G, ： G. 

显然，每一个等距变换都是保角变换，但保角变换一般不是等 
距变换. 

例5 球极投影给出球面（除北极外）到平面的一个变换（如 
图 2-10). 如果取如图所示的一个空间直角坐标系和参数 
则对应点的坐标，也就是球面和平面的参数表示分别为 

x = 2Rsin ucos ucos Vj 
< y = 2Rsin ucos wsin 
,z = 2Rsin 2 u 
和 


jc = 2i?tan wcos v y 
< y = 2Rtan «sin 

、之 = 0, 

其中尺 是球面的半径，于是它们的第一基本形式分別为 

I = 4jR 2 ( du 2 + sin 2 ucos 2 udv 1 ) 


和 



4 尺 2 
cos 1 u 


( du 1 + sirT ucos 1 udv 1 ) 



即在球极投影下 I 与1,成比例，所以球极投影是球面到平面的 
一 个保角变换. 
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(0,0,2 穴) 



图 2 - 10 



1. 求双曲拋物面 r = { a(w + w ) ， b(u — V 、， 2 mt ;} 的第一基本 形式. 

2. 求正螺面 r = Uc OS % MS in w 的第一基本形式，并证明坐标曲线 

互相垂直. 

3. 在第一基本形式为 

I = du 1 + sinh 2 udv 2 

的曲面上，求方程为^的曲线的弧长. 

4. 设一个曲面的第一基本形式为 

d 5 2 = du 1 + ( w 2 + a 2 ) dv 2 , 

求它上面两条曲线 W + i =0, u _ v =0 的交角（注意，解此题时，不需要知道 
曲面和曲线的形状）. 

5. 求曲面 z = axy 上坐标曲线 :r = jr 0 ,）= 3^ 的交角. 

6. 求《—曲线和•曲线的正交轨线的微分方程. 

7. 在曲面上一点，含 d «， dr 的二次方程 

Pdu 2 2 QdudvRdv 2 — 0 

确定两个切方向 （ d M : dW 和（如：扣），证明这两个方向互相垂直的充要条 
件是 


ER - 2 FQ + GP = 0. 

8. 证明曲面的坐标曲线的二等分角轨线的微分方程为 


Edu 2 = Gdv 2 . 
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9. 设曲面的第一基本形式为 ck 2 =dV + ( W 2 + a 2 ) dV ， 求出曲面上由三 
条曲线 M = 士心， v =\ 相交所成的三角形的面积. 

10. 求球面 r=“{cos ^>cos 0 ， cos ^sin sin 的面积 • 

11. 证明螺面 r = { wcos Vn wsin i;，w + w } 与旋转曲面 r = { /cos /sin 沒， 

/^= T } 的等距对应为 

I d = arctan m + I ；， 

\t = y / u 2 

§3 曲面的第二基本形式 

3.1 曲面的第二基本形式 

在§2中所研究的对象都是属于曲面的内蕴几何，即所研究 
的只是曲面本身的内蕴性质，而不依赖于曲面在空间中如何弯曲. 
为了研究曲面在空间中的弯曲性，我们有必要引进 d w 和 dr 的另 
一个二次微分形式，就是我们在这里要介绍的第二基本形式. 

设 C 2 类曲面 S 的方程为 

r = r(u^v) ^ 

即 r ( w ， v ) 有连续的二阶导函数。， r w ， r w . 

现在固定曲面 S 上一点 PU ， u )， 并设 7 T 为曲面在 P 点的切 
平面. 

曲线 ( C ): 

u = u(s) , v = vis) 或/ ■= r [ w (. v ) , i (5)] 

是 S 上过 P 点的一曲线，其中5是自然参数.设 〆 是曲线 （ C ) 上 
在 P 点邻近的一点， P 和 〆 点的 A 然参数的值分別为与5 + △ .、•， 
即 P 点的向径为 〆 .、•）， ，点的 向径为 r(.s + A . s ). 利用泰勒公式得 

PP = r(s + A . v ) — r ( s) = rAs + r + e )(△• 、 *) 二， 

其中 lime = 0. 

A5—0 
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设《为 曲面在 P 点的单位法向量，由 ，作切 平面 7 T 的垂线， 
垂足为 Q ， 则巧其中 S 为从平面 7 T 到曲面 S 的有向距离 
(如图 2-11). 



由于 


所以有 


QP • n = 0, n 


0 , 


d= QP • n 


(QP +¥P) - n 


- n 


[r(5 + A^) — r(.0] 


n 




^r(n • r + w • s)(^s) 


因此当 w y 关 0 时，无穷小距离 S 的主要部分是 


n • r( A^) 


n • rds 2 , 


由于 


M + 6 ， 


r = r^u 2 + 2r uu uv + r^v 2 + r u ll + r v v 


又因为 


n 


n 


0 , 


83 



所以 


n • rds 2 — n • du 2 + 2 n • r^dudv + n • r w dv 2 . 

引进 符号： 

L = r m M = - w , N = r w * n , (2. 27) 

于是前式为 

II = w • d 2 r = Ldw 2 + 2 Mdwdz ; + Ndv 2 , (2. 28) 

它称为曲面的第二基本形式，它的系数 L 、 M 、 iV 称为曲面的第二 

类基本量. 

上式表明第二基本形式近似地等于曲面与切平面的有向距离 
的两倍，因而它刻画了曲面离开切平面的弯曲程度，即刻画了曲面 
在空间中的弯曲性. 

根据上述讨论，我们可以看出第二基本形式不一定是正定的， 
当曲面在给定点向 n 的正侧弯曲时为正，向 n 的反侧弯曲时为负. 
现在把曲面的单位法向量 


n = r u x r v = r u X r v 
\ r u Xr v \ y/EG - F 2 

代人 （2. 27) 中，就有 


L 





M = r uv ^ n = 




N 



( r vv j r u , r v ) 

VEG - F 2 


另一方面，对关系式 m • dr -0 进行微分，便得 

dfi • dr + w • d 2 广 = 0， 


由此得出 




— dn • dr . 


第二类基本量还可以用另外的形式来表示.由于 G 、 r ,, 在切 
平面上，所以 
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r M • ft = 0， • w = 0, 


将上两式微分后得 

r uu • n + • /i M = 0 ， • n + = 0 ， 

r uv • n + r M ^ n v = 0, r vv • n + r v • = 0. 

与 （2. 27) 比较，我们得到 



N = r vv • n =— r v • n v . 

例 1 计算球面 r= (i^cos 6cos cp, Rcos dsin cp<, Rsin 0) 的第 
二基本形式. 

解 r= {Rcos 6cos cp y Rcos dsin Rsin d) ^ 
r (p = I —Rcos Ssin cp，Rcos 汐 cos (p ， Q ) ， 
r e = { — Rsin dcos <p，—Rsin dsin cp^ Rcos d) j 

由此得到 

E = • r v = R 2 cos 2 0 9 F = • r 0 = 0, G = r g • r e = R z , 



^1 ^2 ^3 

=^ -- — Rcos dsin cp Rcos dcos cp 0 

cos 6 r r 

— Rsin dcos cp — Rsin dsin cp Rcos 6 
={cos dcos (p ，cos 汐 sin p，sin 6) ^ 

又由于 

= {— Rcos dcos cp ，一 Rcos dsin p ， 0 } ， 
r^e = {Rsin dsin cp ， — Rsin dcos cp ， 0) ， 
r ee = {— Rcos dcos cp ，一 Rcos dsin (p 9 — Rsin 6} ^ 

所以 

L = r 艸 • n =— Rcos 2 dj M = r ㈣ • fi = 0 ， N = r 0e • n =— 尺， 

因而得到 


II = — (Rcos 2 d dcp 2 + RdS 2 ). 
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对于曲面的特殊的参数表示 2 ： = z(x ，： y) ， 有 

r= (x^yyz(j ： jy )) ^ 
r r = (1 ， 0 ，/>)， 
r y = (0 ， 1 ， g ) ， 

= (0,0, r ), 

r xy = (0,0,5)， 

ryy = (0,0,/), 

其中 

dz 3z 

P = j -， q = 

ox dy 

d 2 Z c) 1 Z d z Z 

r = d 7 ^ s = ^ t = ^ 

第一类基本量为 

E = r x • r T = l + p 2 , F = r x • r y = pq , G = r y • r y = l + q 2 . 
第一基本形式为 

I = ( 1 + 〆 ） dr 2 2pq dxdj; + (1 + g 2 ) d^ L> . 

由于 

n = x r y = {- p ， —qA) • 

VEG - F 2 Vl + p 2 + q 2 J 

由此得出第二类基本 M 为 



— r 

\/\ -\- p 1 -\- q 1 


M = r iy • n = 
N = r yy ^ n = 


_ s _ 

+ P 2 + q 2 


\/l + /T + q 1 


第二基本形式为 


n 


r 


Vl + p 2 + q 2 


dx 2 + 2 


s 


y/l + p 2 + q 2 


dxdy + 
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- —— 1 d V 2 . 

\/\ + p 2 + q 2 

例 2 计算拋物面(: c 2 + y ) 的第一基本形式和第二基本 
形式. 

解 先计算 


再计算 



E=\ J rp 2 = \-\~ ia 2 x 2 9 F = pq = Aa 2 j：y , 

G = l q 2 = 1 + ^a 2 y 2 , 


r 2a 




由此得到 


I = (1 + 4a 2 x 2 )dx 2 + 8a 2 xydxdy + (1 + ia 2 y 2 )dy 2 9 



3.2 曲面上曲线的曲率 

由以上的讨论我们已经了解到曲面在已知点邻近的弯曲性可 
以由曲面离开它的切平面的快慢来决定.但是曲面在不同的方向 
弯曲的程度不同，也就是说在不同的方向曲面以不同的速度离开 
切平面.因此，当我们想刻画曲面在已知点邻近的弯曲性时，就需 
要用曲面上过该点的不同的曲线的曲率来进行研究. 
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给岀 C 2 类曲面 s : 

r = r(u,v) 9 

过曲面 S 上点 PUw ) 的任一曲线 （ C ) 为： 

U = U(S) ， V = vis) 

或 

r = r[w(5) , ^( 5 )] = r(s ), 

其中 5 是自然参数. 

我们仍用以前的符号，以 ce 和 P 分别表示曲线 （ C ) 的切向量 
和主法向量.根据伏雷内公式有 

r = a = kp, 

其中々是曲线 （ C ) 在 P 点的曲率. 

若以0表示曲线 （ C ) 的主法向量 P 和曲面法向量 n 的夹角（如 
图2-12)，则 



另一方面，由于 


r • n = kp • n = kcos d . 



因此 


, "—H — Ldu 2 + 2 Mdudv + Ndv 2 

C ° S T _ Edu 2 + 2 Fdudv + Gdv 2 • 


(2.29) 
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上式中的右端依赖于第一、第二类基本量和#.由于 E 、 F 、 

QV 

G 、 L 、 M 、 N 都是参数 U ， r ) 的函数，它们在曲面上一个给定点 P 

都具有确定的值，#是曲线在该点的切方向，所以对曲面上一个 

给定点及曲面曲线在该点的切方向，上式右端都有确定的值.因 
此若在曲面上一个给定点相切的两条曲面曲线，在该点它们的主 
法线有相同的方向，则它们的角度卩也相同，所以根据 （2. 29)，々 
也相同. 

如果在曲面的任何曲线 （ C ) 上一点 P ， 作通过 （ C ) 在 P 点的切 
线与主法线的平面（即密切平面），得到这个平面与曲面的截线. 
这条平面曲线与曲线 （ C ) 具有相同的切线与主法线，所以曲率也 
相同.这样，对于曲面曲线的曲率的研究可以转化为对于这曲面 
上一条平面截线的曲率的讨论.根据这样的分析，以下我们引入 
曲面上特殊的平面截线. 

给出曲面 S 上一点 P 和 P 点处一方向 W ) = dM : du ， 设 n 为 
曲面在 P 点的法方向，于是（^)和所确定的平面称为曲面在 P 
点的沿方向 W ) 的 法截面 ，这法截面和曲面 S 的交线称为曲面在 
P 点的沿方向 W ) 的法截线. 

设方向（^)=心： di ； 所确定的法截线 （ C 。） 在 P 点的曲率为 
^0. 对于法截线 （ C 。）， 主法向量 队 = 士 / I ， 艮 =0或 71， 所以由 
(2. 29) 知它的曲率心>0为 

士々<)=阜， 



± 1 , 


(2.30) 


其中 n 和 （ C Q ) 的主法 向量久 的方向相同时取正号，反之取负号 
(如图2-13)，即法截线向 n 的正侧弯曲时取 正号； 反之，向的 
反侧弯曲时取负号（如图 2-13). 
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图 2- 13 


考虑曲面上一点在一方向 （ c /) 上的弯曲程度仅由 k o ^0 还不 
能完全确定，还要考虑曲面弯曲的方向才能全面刻画曲面上一点 
在方向 W ) 上的弯曲性，因此我们再引入法曲率的概念. 

定义 曲面在给定点沿一方向的 法曲率 t 为 

_ + 匕 ，法截线向 w 的正侧弯曲， 

一怂，法截线向的反侧弯曲. 

由公式 （2. 30) 可得 

K = (2.31) 

设曲面上的一曲线 （ C ) 和法截线 （ C 。） 切于点 R 换言之，它们 
有相同的切方向 W ) = da : ck ;， 则从 （2. 29) 和 （2. 31) 可得 

k n = ^COS dy 

根据这个关系式，所有关于曲面曲线的曲率都可以化为法曲率来 
讨论. 

若设尺尺„ = +， K 称为曲线 （ C ) 的曲率半径 ，見 称为曲 

线 （ C ；) 的曲率半径也称为法曲率半径.则上式又能写成 

R = R„cos 6. 

这个公式的几何意义可以叙述 如下： 

梅尼埃 （ Meusiiier ) 定理 曲面曲线 （ C ) 在给定点 P 的曲率中 
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心 C 就是与曲线 （ C ) 具有共同切线的法截线 ( C 。） 上同一个点 P 的 
曲率中心 C Q 在曲线 （ C ) 的密切平面上的投影（如图2 - 14). 

例 3 若给岀的曲面是球面，球面的切平面垂直于过切点的 
半径，这个半径就是球面的法线.所以球面的所有法线过它的球 
心，因此在球面的每一点处所取的法截面必过球心.由此推出所 
有法截线 （ C 。） 是球面的大圆，并且任意法截线 （ C Q ) 的曲率中心 
就是这个球的球心.另一方面，若取球面的任意平面截线为曲线 
( C )， 则所得到的是圆，因此 （ C ) 的曲率中心是这个圆的圆心 C (如 
图 2-15). 现在如果从 （ C 。） 的曲率中心 C Q (也就是球心）作圆 （ C ) 
所在平面的垂线，则垂足是圆 （ C ) 的圆心，也就是曲线 （ C ) 的曲率 
中心 C . 



图 2-14 图 2-15 


3.3 迪潘 （ Dupin ) 指标线 

通过曲面上一点 P 可以作无数条法截线，现在来研究这些法 
截线的法曲率之间的关系.为此我们取点 P 为原点，曲面 S 的坐 
标曲线在 P 点的切向量^和〜为基向量，则它们构成曲面 S 在 
P 点切平面上的坐标系.我们给出曲面 S 在 P 点的一个切方向 
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( d ) = (du : dt ;)， 设怂是对应于方向 （ c /) 的法曲率 ，|1/々„| 为法曲 
率半径的绝对值.过点 P 沿方向 W ) (即 dr =/* u d W + cdz ;) 画一线 

段 PN ， 使其长度等于^1 + 1，则对于切平面上所有的方向， N 点 
的轨迹称为曲面在 P 点的 迪潘 （ Diipin ) 指标线 （如图 2-16). 



现在我们来推岀迪潘指标线在上述坐标系下的方程. 设 N 


点的坐标为 (* r ， 30 , 则 

工 / •« + yr v = J 


dr 

dT 


r u du + r v dv 
k n \ \ r u du + r v dv 


把上式两端平方，注意 1 =导，得 


Ex 2 +2 Fxy + Gy 2 




Edu 2 + 2 Fdudv + GAv 1 
Ldu 2 +2 Mdudv + Nd^F 


由于 dw : dv=x * : y ， 上式可化为 


Ex 2 +2 Fxy + Gy 2 


Ex 2 +2 Fxy + Gy 2 
Ljc 2 +2 Mry + Ny 2 T 


因此 


Lx 2 +21 Viry + Ny 2 \= 1, 


即 
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Lx 2 +2 Mry + Ny 2 =土 1. 



这就是迪潘指标线的方程. 

上式中的系数 L 、 M 、 N 与曲面上的方向无关.它们对于曲面 
上已知点来说即为常数，并且上式中不含：的一次项，所以上 
述方程表示以 P 为中心的有心二次曲线. 

这样，曲面上的点由它的迪潘指标线可以进行 分类： 

1 °如果 Liv —]^>0,则点 P 称为曲面的 椭圆点 ，这时迪潘 
指标线是一椭圆. 

2°如果 LN — iVFCO , 则点 P 称为曲面的 双曲点 ，这时迪潘 
指标线是一对共轭双曲线. 

3°如果 LN —]^=0,则点 P 称为曲面的 抛物点 ，这时迪潘 
指标线是一对平行直线. 

4°如果 L = = 则点 P 称为曲面的平点（平面上的 

点都是平点），这时迪潘指标线不存在. 

3.4 曲面的渐近方向和共轭方向 

如果 P 点是曲面的双曲点，则它的迪潘指标线有一对渐近 
线，我们把沿渐近线的方向（心=心： dx ； 称为曲面在 P 点的 渐近 
方向. 由解析几何中二次曲线的理论可知，这两个渐近方向满足 
方程 

L 0 du 2 + 2 M 0 AuAv + N 0 Av 2 = 0. 

为了避免混清，我们在上式中用 Lo . Mo . No 分别表示 L 、 M、N 在 
P 点的值. 

由法曲率的公式也可以得到渐近方向的等价定 义：曲 

面上的一点 P 处使的方向称为曲面在 P 点的渐近方向. 
曲面上的曲线，如果它上面每一点的切方向都是渐近方向，则 

称 为渐近曲线. 渐近曲线的微分方程是 

Ldu 2 + 2 Mdudv + Ndv 2 = 0. 

命题 1如果曲面上有直线，则它一定是曲面的渐近曲线. 

• 93 • 



证明 因为直线的曲率（=0,所以沿直线方向的法曲率怂= 
kcos —O ， 即 

Ldu 2 + 2Mdudv + Ndv 2 = 0, 

因而直线是曲面的渐近曲线. 

命题2 曲面在渐近曲线上一点处的切平面一定是渐近曲线 
的密切平面. 

证明 沿渐近曲线有 t = 0.由 k n =kcos 9=0 得到々= 0或 
cos (9=0. 

当 k = 0 时，渐近曲线是直线，这时曲面的切平面通过它，因此 
切平面又是密切平面. 

当々关0, cos 0=0时，曲面的法向量垂直于渐近曲线的主法 
向量，因此曲面的切平面除通过渐近曲线的切线外还通过渐近曲 
线的主法向量，所以它又是渐近曲线的密切平面. 

如果曲面上的点都是双曲点，则曲面上存在两族渐近曲线，这 
两族渐近曲线称为曲面上的渐 近网. 

命题3 曲面的曲纹坐标网是渐近网的充分必要条件是 

L = N = 0. 

证明 渐近网的方程是 

Ldu 2 + 2Mdudv + Ndv 2 = 0, 

曲纹坐标网的方程是 

dudv = 0, 

即 

dw = 0 或 = 0. 

若乙=~ = 0,代入渐近网方程可得 Md « ch ; = 0, 即 dw = 0 或 
dr =0. 反之，若 dw = 0 或 “=0,代入渐近网方程可知 L = N = 0. 

设曲面上 P 点处的两个方向为 （ t /) = dw : cb 和 （5) : 

dz ；， 如果包含这两个方向的直线是 P 点的迪潘指标线的共轭直 
径，则方向 W ) 和（幻称为曲面的共轭 方向. 

我们已得到迪潘指标线的方程是 
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L 0 x 2 + 2M 0 xy + N 0 y 2 =± 1. 

设共轭方向 （ c /) 和 （5) 上的两直线方程分别为 j = 和5 = 

〆 ：*：，则由解析几何学可知 々和 ，应满足共轭条件 

Lo+Modk + k ^ + Nokk ' = 0, 

但 

h — y — dv ，^ _ y _ 
k ~^~ du jk H ’ 

因此方向 （6/) 和（幻共轭的充分必要条件是 

L 0 dudu + M 0 (dudv + dv^u) + N 0 = 0. (2. 32) 

由于 

— dn • dr=— (n u du + n v dv) • (r u 8w + r v 8v) 

=L 0 dudu + M 0 ( dw 加 + ) + N 0 dvdv = 0, 

因而方向 （ J ) 和 U ) 共扼的条件也可表示为 

dw • = 0, 


或 

6/1 • dr = 0. 

当 （ J ) = Q ) 时 （2. 32) 变成渐近方向的方程，因此渐近方向是 
自共扼方向. 

给出曲面上的两族曲线，如果过曲面上每一点，此两族曲线的 
两条曲线的切方向都是共轭方向，则这两族曲线称为曲面上的共 

轭网. 

设共轭网的每一族曲线的方向分別为 W ) 和（幻，则这两个方 
向应满足 

Ldudu + Midudv + dvbu ) Ndvbv = 0. (2. 33) 


给出一族曲线的微分方程 

Adu + Bdv = 0, (2. 34) 

我们能够找到与它共轭的曲线族的微分方程.这只需从 （2. 33) 和 
(2.34)中消去心： dw 得到 

I L^u + M^v Mdu + Ndv I 



所以曲线族 (2. 34) 的共辗曲线族的方程是 

(BL — AM )8 u + (BM — AN )8 v = 0. 

特别地，取 （2. 34) 为坐标曲线如=0,则它的共轭曲线族是 

Ldu + Mdv = 0 . 

要使这族曲线是^一曲线 （Sw = 0) 的充要条件是 M =0, 因而得到 
命题 4 曲面的曲纹坐标网是共轭网的充分必要条件是 

M = 0. 

3.5 曲面的主方向和曲率线 


曲面上一点 P 的两个方向，如果它们既正交又共轭，则称为 
曲面在 P 点的主方向. 

设这两个方向是 （ d ) =dw : di ;， ( d ) = du : dv . 由于正交性， 

dr • = 0， 


Edudu - f - FCdudv + dvdu ) + Gdvdv 


由于共轭性， 


dr • 8 n 


dr • dn = 0 9 


Ldudu + M(dudv + dv ^ u ) + Ndvdv 


以上两个条件改写为 


(Edu + Fdv)du + (Fdw + Gdv)dv = 0 ^ 


(Ldu + Mdv)du + (Mdu + Ndv)dv = 0. 

从以上两式消 去如、 Sr 得 

Edu + Fdv F du + Gdv 

t = 0. (2.35) 

Ldu + Mdv Mdu + Ndv 

(2. 35) 还能写成以下 形式： 

di; 2 — dwelt; du 2 

E F G =0， （2.35/ 
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M 


N 



或 


(EM - FDdu 2 + (EN - GL ) dudv + (FN - GM ) dv 2 = 0. 

(2.35)" 


这是 dw : di ； 的二次方程，其判别式为 

A =( EN - GL ) 2 - i ( EM - FL)(FN - GM ) 


(EN - GL ) -^(EM - FL ) 

L 


4(£ G - F 2 ) 

E 2 


( EM - FL )\ 



所以当且仅当 

EN -GL = EM-FL = 0 

时上述判别式 △ = (). (2. 36) 可以写成 

E _ F _ G 
T ~ M ~ N 9 


(2.36) 

(2.37) 


因此除 （2. 37) 的情况外，判別式 △>(). 这就是说，方程 （2. 35)" 
总有两个不相等的实根.因而曲面上每一点处 


(除了 f = i ^ = 备的情形外)总有两个主方向.它们也是这一点的 

迪潘指标线的主轴方向. 

特别地，如果曲面在某一点处有 


E _ F _ G 
17 一 M 一 N ， 

这种点称为曲面的 脐点. 在脐点处 （2. 35 /是 恒等式，因此脐点处 
的每一方向都是主方向.对于 L = M=iV = 0 的脐点在前面已经 
称为平点，因而平点处的每一方向也是主方向.我们把 l 、 m、n 
不同时为零的胳点称为 圆点. 容易证明球面上的每一点都是 
圆点. 

主方向的判别定理（罗德里格斯 （ Rodrigues ) 定理） 如果方 

向 W ) = ( d M : dx ;) 是主方向，则 

dn = Adr ， 
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其中 A = —怂，是曲面沿方向 W ) 的法曲率. 

反之，如果对于方向 （ c /) 有 

An = Adr ， 

则 ( c /) 是主方向，且 A =— 怂， t 是曲面沿方向 W ) 的法曲率. 

证明 先证定理的前半 部分： 

设 （5) 是垂直于（心的另一主方向.由两边微分得 
n - dw = 0. 这关系式说明 d « 在切平面上，于是 

dn = Adr + 

将等式两边点乘以，并且注意 d/i • Sr =0( 这是由于方向 （ c /) 和 （幻 
的共轭性），以及 d /* • 以= 0(这是由于这两方向的正交性），得到 

/i(dr) 2 = 0, 

因此 

fJL = 0 , 

由此 

d/i = Adr . 

再把这等式两边点乘 dr ， 得 

dr • dn = Adr 2 , 

由此得 



再证定理的后半 部分： 

设方向 （ c /) 满足 

dw = Adr , 

现在要证明它是主方向.假设方向（心垂直于（^)，把等式 dn^Adr 
的两边点乘以，得 dn • 汾*=0,这表示方向 （ J ) 和 (3) 是共轭的. 

因此 W ) 和（幻不仅正交，而且共轭，所以它们都是主方向. 

至于 X =~ k n 的证明和定理前半部分相同，我们不再重复. 
曲面上一曲线，如果它每一点的切方向都是主方向，则 称为曲 
率线 ，它的方程显然是 
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d ^ 2 — AuAv du 2 


E F G =0， 

L M N 

这方程确定了曲面上两族曲率线，组成曲面上的曲率线网. 

可以证明，在不含脐点的曲面片上，经过参数的选择，可使曲 
率线网成为曲纹坐标网，从方程 （2. 35) 通过因式分解，可以得到两 

族曲率线的微分方程.它们可以写成 

Ajdu + B,dv = 0 (i = 1,2) 

的形式，其中 A , ，是《，1；的实函数，设 A , 为它们的任何积分因 
子，则 Ai Ai dw + AiBidz ; 与 A 2 A 2 dM + A 2 B 2 di > 为 H 与 的全微分，即 

du = Ai Aidw + Ai Bi dv 9 


= A2 A 2 du + A2 B 2 dx ;. 


在曲面的每一点，两个主方向互相垂直，所以曲率线彼此不相切， 


行列式 


A! B\ 

A2 B2 

d(UyV) 

S(ujv) 


参0,即雅可比行列式 


Ai Ai Ai B\ 
A2 ^2 又2召2 


又 1 又 2 


B , 

A 2 b 2 


乒 0 


引进 h 5 为新的参数，则曲面的曲率线网成为新的曲纹坐标网. 

从这个证明还可以看岀，曲面上任意一个正规曲线网都可以 
选为曲纹坐标网. 

命题 5 曲面上的曲纹坐标网是曲率线网的充分必要条件是 


F = M =0. . 

证明 F = 0 是由于坐标网是正交的 ， M = 0 是由于它们 
共轭. 

例4在旋转面 r = {^(/)cos 0, ( p (, t ) s\n d , #(() 丨上子午线和 
平行圆构成了曲率线网.在本章§ 1中已介绍过旋转面的曲纹坐 
标网是由子午线和平行圆组成，而且对于旋转面 r = k ( Z ) COS 心 
< pU ) smd 9 〆 /)}，我们可以计算出 F = M =0. 因此，旋转面上的曲 
纹坐标网是曲率线网，即旋转面上的子午线和平行圆构成了曲面 
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上的曲率线网. 

例5球面上每一点都是圆点，平面上每一点都是平点.因 
此，球面上和平面上的每一条曲线都是曲率线. 


3.6 曲面的主曲率、高斯 （ Gauss ) 曲率和平均曲率 


曲面上一点处主方向上的法曲率称为曲面在此点的主曲率. 
由于曲面上一点处的主方向是过此点的曲率线的方向，因此主曲 
率也就是曲面上一点处沿曲率线方向的法曲率. 

现在我们要研究在曲面上一点（非脐点），法曲率随着方向而 
变化的规律.还要证明主曲率是法曲率的最大值和最小值. 

在曲面 S : a —/* U ， W 上选曲率线网为曲纹坐标网，则 F = M = 
0,这时对于曲面的任一方向 （ d ) = d M : dw 它的法曲率公式就简 
化成 


_ JL _ Ldu 2 + Ndv 2 

—丁— Edu 2 + Gdv 2 • 


(2. 38) 


沿 w —曲线 （ di ； = 0) 的方向对应的主曲率是 

E 

沿曲线 （ d « = 0) 的方向对应的主曲率是 h 

(2.39) 

设0为任意 方向# 和 w — 曲线 = 方向的夹角，则 


cos 6= 


Edu^u + Fidudv + dv ^ u ) + Gdv^v 


\/ Edu 2 + 2 Fdudv + Gdv 2 E ^ u 2 + 2 F ^ u^v + Gdv ' 

Edu^u 


VEdu 2 + Gdv 2 


所以 


cos 2 0 


Edu 2 


Edu 2 + Gdv 2 ' 


(2.40) 


而 
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sin 2 ^ = 


1 — cos 2 (9 = 


Gdv 2 

Edu 2 + Gdv 2 • 


由于 （2. 38) 可表示为 

,_ L Edu 2 , N Gdv 2 
n ~ E Edu 2 + Gdv 2 G Edu 2 + Gdv 2 


(2.41) 


由此把 （2. 39),(2. 40)，（2. 41) 代入上式得 

k „ = cos 2 <9 + 々 2 sin 2 沒， (2. 42) 

这个公式称为欧拉 （ EuLr ) 公式. 在脐点这个公式仍然正确，因为 
这时有，而沿任意方向的法曲率 

欧拉公式表示只要知道了主曲率，则任意方向 W ) 的法曲率 
就可以由 W ) 和曲线的方向之间的夹角0来确定. 

以下我们介绍有关主曲率的一个 命题： 


命题6 曲面上一点（非脐点）的主曲率是曲面在这点所有方 


向的法曲率中的最大值和最小值. 


证明设(如果匕>匕，可以交换坐标《和 tO . 
由欧拉公式知 

k „ = k x COS 2 6 + 々2(1 — COS 2 没）=々2 + (々1 — k.l ) cos 2 6^ 


于是 

因此 


k 2 — k tt = ( k 2 — ki ) cos 2 d ^ 0, 


同样乂可以得到 


k 2 k „ . 


因此 

即 


k n — k \ = { k 2 — k ' ) sin 2 ^ ^ 0, 

D 々 i ， 


是1 <々 n <々2. 

这就是说，主曲率々2， h 是法曲率怂的最大值和最小值. 
现在我们来导出主曲率的计算公式. 
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由罗德里格斯定理，沿主方向 （ C /) 有 

dn =— k N drj 

其中 々. v 为主曲率，即々 i 和 h ， 上式又可以写成 

n u du + n v dv =— k N ( r u du + r v d ^) , 

上式两边分別点乘 G ， 厂得 

r u • n u du + r u • n v dv =— k ^( r u • r u du + r u • r v dv ), 
r v • n u du + r v • n v dv =— k N ( r v • r u du + r v • ， 

即得到 

— Ldu — Mdv = — k N ( Edu + Fdv )» 

— Mdu — Ndv = — ^.v (Fdu + GdtO ， 

整理后，得 

(L — dw 十 （M — Fk ^)dv = 0. (2.43) 

(M — Fk -v )dw + (N 一 Gk = 0. (2. 44) 

从 （2. 43)，（2. 44) 消去 dw 、 di ;， 则得主曲率的计算公式 

L — kjsjK h/l — kyiF 

= 0 , 

M - k N F N - k N G 
即 

(EG - F 2 )kl - (LG - 2 MF + NE ) k N + (LN - M 2 ) = 0. 

(2. 45) 

下面介绍在曲面论的许多问题中起重要作用的两种曲率. 

设为曲面上一点的两个主曲率，则它们的乘积 々上 称为 

曲面在这一点的高斯 ( Gauss ) 曲率，通常以 K 表示.它们的平均数 j 


( h + h ) 称为曲面在这一点的平均曲率，通常以 H 表示.由方程 
(2. 45) 利用二次方程的根与系数的关系，便得 

高斯曲率 K = = 


平均曲率 



(k] + 々 2 ) = 


LG -2 MF+NE 

2 CEG - F 2 ) 
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对于曲面的特殊参数表示 2 r = z ( x ，： y ) ，由于 

E = 1 + ， F = pq ， G = 1 + g 2 ， 

EG-F 2 = 1+ p 2 +q 2 , 

L = -- - r - - • M = — ■ s - 

a/ 1 + 〆 + q 2 \/l + /? 2 + 


N 


M 7 P 2 + q 2 


因此得 


例 6 求旋转曲面 r= {cp{u) cos ^(w)sin (9, 0( w)} 
pU)>0 的高斯曲率和平均曲率 . 

解 r= {^(m)cOwS Oj (p(u)sin dj 〆 “）}， 
r u = {^ cos (p’sin d ， 0 (w )}， 
r e = { —(psm 0^ cpcos 汐， 0 } ， 

E=r u • r u = cp’ 2 + 中 ’ 2 ， F = r u • r 0 = O,G = r d • r 0 = cp : , 


K = rt — s 2 

(l+p 2 +q 2 ) 2 ， 

^ _ ( 1 ~\~ q 1 )r — 2 pqs + (1 + 〆 ） 


2(l + p 2 +q 2 ) 3/2 

求旋转曲面 r = {(p(u) cos 6^ (piu 


EG-F 2 


r u Xr 9 
EG - F 2 


cp ’ 2 七 ijj 1 ， 

{ —— cos 夕 ，—— sin Q^cp ) 


p’ 2 +fA 


r uu = {(f^’cos d ，/’sin 汐， 0 "} ， 


r u e 

r eo 


= — 


§ 繆 

cp f sin 0^ cp'cos 夕， 0 } ， 
cpcos 6 ，—— cpsin 夕， 0 } ， 


L = n 


y ( p ，2 J r ^ 2 


， M=w • r u0 = 0 


N = n • r ee 



9’ 2 +{ P 


特别地，取 iOs: 平面上最初的曲线为 1==〆 2 :) ，即取坐标 z 作 
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为最初的曲线的参数，那么有 


(p(u) 


于是得 


L 




v 1 + (p 2 


， M = 0, N 


<P 


yl + 


因为 F = M =0, 所以旋转面的坐标曲线（子午线和纬线）是曲率 
线，并且主曲率为 


k . 


L 

E 




k 


N 

G 


( i +^ 2 ) 3/ 

1 


9 


v 1 + ^ 


f 2 


所以曲面在 一 点的高斯曲率为 


K 


k \ k 2 =— 


9 


cp { \ + (p 


f 2 


平均曲率为 


f /= 4( h +々 2 ) 


1+^9 


f 2 




“ 2cpa + cp ，2 ) m 

例 7 —个曲面如果它每一点处的平均曲率 H = 0, 则称之为 
极小曲面（详见本章§ 6). 可以证明，以空间闭曲线为边界的曲面 
域中，面积最小的曲面必是极小曲面，即平均曲率为零的曲面.极 
小曲面的实际模型是将在空间中弯曲的铅丝浸入肥皂溶液中，取 
出时所得的皂膜曲面. 

现在我们要求出极小旋转曲面，即求岀 H = 0 的旋转曲面. 


由例6中可知 


H 


1 + p 




2 史 ( 1 + 〆 2 ) 3 , 2 


= 0 


所以 


1 + p’ 2 — (pep 


0 


由此得 
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即 


” = £ 

1 + (p 2 (p 


士 {ln( 1 + 炉 ’ 2 ) }’ = (In <p) ； . 

积分后我们得到 


或者 


上式可以变成 

积分后得 


即 


<p = a V 1 + » a = 常数， 



<p(z) = y ( e z/a + e~ z/a ), 

这里省去了积分常数，因为它只不过表示沿平行于旋转轴的平移 
而已. 

因此曲面是由悬链线 


jc = y(e r/a + e -） 

旋转而成，称为悬链面.在形状上它很像压扁了的单叶双曲旋转面. 

參 

3.7 曲面在一点邻近的结构 

为了研究曲面的弯曲性，我们注意到高斯曲率 K 与 LN - M 2 
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♦ 


是同号的，这是因为 

^ _ LN - M 2 
— EG - F 2 ' 

上式中分母总是正的（因 EG ~ F 2 = ( r u Xr v ) 2 >0). 因此 K 的符 
号由 hiV — M 2 的符号来确定.从而， K >0 的点是椭圆点， K <0 
的点是双曲点 ， K = 0 的点是拋物点或平点. 

现在我们分别讨论曲面在每一类点的邻近的 情况： 

1°椭圆点 

K > 0 或 LN - M 2 >0, 

这时主曲率々 h 々 2 同号，即 h >0， h >0 或々 iCC ^ hCO . 

适当地选择曲面的法向量《，我们可以只考虑々 i 和 h 都大于 
零的情形. 

根据欧拉公式 

k n = k\ cos 2 d~\~ k 2 sin 2 0 , 

所以曲面的任意方向的法曲率都大于零，而就是相应的法截线 
的曲率. 

以上说明了曲面沿所有方向都朝同一侧弯曲. 

由于主曲率々这就是说主方向上的两个法截线的 

曲率分別为 h 和々2,这两个法截线都是平面曲线.根据第一章 

§3的结果知道它们的近似曲 

线的方程分别为 

_々12 々2 2 
J _ f ’尸 f ’ 

这是两条拋物线.由此可以看 
出曲面在椭圆点邻近的形状近 
似于椭圆拋物面（如图 2-17). 

2°双曲点 

K <0 或 L/V — iVFCO , 这 
时主曲率々异号.适当地 
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选择曲面的法向量 n 后有 


h < 0，々 2 > 0. 

因此对应于主方向的两条法截线中有一条朝/!的反向弯曲，另一 
条朝 n 的正向弯曲. 

根据欧拉公式 


k „ = k \ cos 2 ^ + sin 2 (9 » 


得到各个方向的法曲率怂的变化情况如 下表: 


e 

0 

丌 

K 2 2 兀 

k n 

kx / 

0 / k 2 \ 

4 0 \ 々1 / 0 / 々2 \ 0 \ 々1 


由此可以看岀，法曲率在四个方向上为零，它们就是双曲点的渐近 
方向（如图2-18)，也就是迪潘指标线的渐近线的方向. 



我们进一步用欧拉公式可以求出渐近方向所对应的0值. 
由于 

k n = ki cos 2 6 + k 2 sin 2 汐= 0， 

所以 


tan d =± 



即 
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6 =± arctan 

渐近方向的两对对顶角中，一对对顶角包含具有怂<0的法截线 
的方向，对于这些方向曲面朝/!的反向弯曲.另一对对顶角包含 
具有怂 >0的法截线的方向，对于这些方向曲面朝 n 的正向 
弯曲. 

现在我们来观察主方向上法截线的形状，它们分别近似于抛 
物线： 

y = y x2 ( 々 1 < ⑴， 
y = (々 2 > 0) ， 

其中前一个朝 《 的反向弯曲，后一个朝 n 的正向弯曲.因此，曲面 
在双曲点邻近的形状，近似于双曲拋物面（马鞍面 ）（ 如图 2-19). 




图 2-19 

3°抛物点 

K^O 或 LN — M 2 =0, 

这时中至少有一个等于零.适当选取法向 Mri 后有 

< 0，々 2 = 0. 

因此对应于主方向的两条法截线中有一条朝〃的反向弯曲，另一 
个主方向是渐近方向.由于这时除外， t 总是取负值，因而 
除渐近方向外 ，一 切法截线都朝/!的反向弯曲. 

根据第一章§ 3的结果，主方向上法截线的形状分别近似于 
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: y 




其中前一个由于怂 <0,因此是朝/!的反向弯曲的抛物线，后一个 
为立方抛物线（如图 2-20). 



对于平点来说 L = M=iV = 0, 因此主曲率 h =^ 2 = 0,这时主 
方向上两条法截线的形状都近似于立方拋 物线： 

y = » 

y = 

3.8 高斯曲率的几何意义 

从以上的讨论，我们了解到高斯曲率的值所给出的对于曲面 
的一般弯曲性的分析是从各个方向的法曲率分布概括岀来的.如 
果不利用关于曲面曲线的研究结果，而直接讨论高斯曲率的几何 
意义，就可以更明显地说明上述事实.为此我们先介绍曲面的球 
面表示. 

设 cr 是曲面 S:r=r (心仍上一块不大的区域，另外再作一单 
位球面.现在我们建立 a 中的点和单位球面上的点的对应关系如 
下^中任取一点作曲面在 P 点处的单位法向量/!= 
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然后把 W 的始端平移到单位球的中心，则 /! 的另一端点 
就在单位球面上.设该点为，，这样对于曲面的小区域 CT 中的每 
一 点 r («， r )，（ m ， u ) 6 a 与球面上向径为 w ( m ，* lO 的点 对应. 因此， 
曲面上所给出的小区域 ( T 表示到单位球面的对应区域，上.这就 
是说，建立了曲面的小区域 a 到单位球面上区域，的对应.我们 
把曲面上的点与球面上的点的这种对应称为曲面的球 面表示 （如 
图2-21)，也称为高斯 （ Gauss ) 映射. 



当 P 点在曲面 S 上描出一曲线时，通过球面表示它的对应点 
在单位球面上也描岀对应的曲线.因此，当 P 点在曲面上描出 
一 微小弧 A 时，点在球面上也描出一微小弧 d 5' 

定义曲面的第 三基本 形式为 

IH = d〆 2 = dn L> = edu 1 + 2 fdudv + gdv 2 ♦ 

换言之，曲面的球面表示的第一基本形式叫做原曲面的第三基本 
形式. 

由于 

DI = dn 2 = ( n u du + n v dv ) 2 

= n u • n u du 2 + 2 n u • n v dudv + n v • n v dv 2 , 

所以 

e = n u • n u j f = n u • ti v , g = n v • n v , 

e 、 f 、 g 叫做曲面的第 三类基本量. 

以下证明第三基本形式 m 可以用第一和第二基本形式来表 
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示.为此，我们选取曲率线网为坐标网，则曲面 s 的第一、第二基 
本形式可以写成 


I = Edu 2 + Gdv 2 j 

II = Ldu 2 + Ndv 2 . 


(2.46) 


由于我们选取了曲率线网为坐标网，故 /•„ 和^分别为主方向，设 
k \、 k 2 分别为 w —曲线方向和^一曲线方向的主曲率，则根据罗德 
里格斯定理 


由此可得 


所以 


同时 


因而 


n u =— k x r u , n v =— k 2 r v , 


e = n u • n u = k\r\ = k\E, 
f = n u • n v = kik 2 r u - r v = 0, 
g = n v * n v = k\r\ = k\G. 

ID = Edu 2 + klGdv 2 9 

L =— n u ^ r u = k x ri = k x E, 
N =— n v • r v = k 2 r 2 v = k 2 G, 


II = ki Edu 2 + k 2 Gdv 2 . 

从 （2.46)，（2.47)，（2.48) 得到 

in —( 々 i + 々 2) n + 々 i 々 2 1 = o. 


(2.47) 


(2.48) 


由于高斯曲率 K = 平均曲率 H = 


，因而曲面的三 


个基本形式之间有如下的线性 关系： 

in -2Hn +ki =o. 

因为三个基本形式与 h 、 k 都跟坐标曲线的选择无关，所以这个 
关系式对于曲面的任何坐标都成立. 

这样我们证明了曲面的第三基本形式可以由第一、第二基本 
形式来表示. 
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现在我们研究高斯曲率的几何意义.曲面的小区域 a 在球面表 
示(高斯映射)下对应到球面的区域，.如果当曲面在这块 a 上弯 
曲的程度越大时，它的对应球面区域^也就越大.因而 a 的弯曲程 
度可以用 〆 的面积对于 a 本身的面积的比值来刻画.曲面在已知 
点处的弯曲程度自然就用这个比值当 a 收缩成点 P 时的极限来衡 
量.以下我们要证明这个极限就等于在 P 点的高斯曲率的绝对值. 

命题7曲面上 P 点邻近的区域 cr 在单位球面上的表示是 
〆 ，当 a 趋于曲面上已知点 P 时，，的面积与区域^的面积之比 
趋于曲面在 P 点的高斯曲率的绝对值.即 

K P \ = • 

o-p a 的面积 

证明 由本章§ 2的 （2. 25) 有 

a 的面积= \ r u X r v \ dudv, (2. 49) 

•/C 

o 

o' 的面积 = \ n u X n v \ AuAvy (2. 50) 

a 

等式右边的积分区域 5 为曲纹坐标^的变化区域，而《， I 同时 
为这两个积分中的变数. 

此外由于向量积 

r u X r v 和 n u X n v 

分別是曲面与球面的法向量，且因对应法线互相平行，所以 

n u X n v = \ ( r u X r v ). (2. 51) 

为确定因子 A ， 两边点乘向量 tX /^， 即 

( n u X n v ) • ( r u X r v ) = A ( r u X r v ) • ( r M X r v ). 

根据拉格朗日恒等式有 



即 
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LN - M 2 = ACEG - F 2 ), 



由此得 


代入 （2. 51) 则有 


LN - M 2 
EG - F 2 



把 

代人 （2. 50) 得 


n u X n v = K ( r u X r v ). 

\ n u X n v \ = \ K \ \ r u X r v 


〆 的面积 =[K I \ r u X r v \ dudv . 

%/c 

a 

应用二重积分的中值定理，就有 


(2.52) 


，的面积 


K 


\ r u X r v \ dudv = K Q • (a 的面积）， 


其中表 7 K 高斯曲率在区域 (7 中某 一 内点 Q 的值. 

现在让区域 a 趋于点 P ,这时点 Q 也趋于 P ，于是从上式得 


lim 


o 


的面积 


o 的面积 


lim | K q I 


lim I K q I = \ K P \. 

Q —P 


由此得到曲面在 P 点的高斯曲率的绝对值的几何意义是单位球 
面上的区域，的面积与曲面上的对应区域 (7 的面积之比值，当 CT 
趋于 P 时的极限. 

以下给岀在球面表示时高斯曲率的符号的几何意义.由于 


n u X n v = K ( r u X r v ) 9 

其中 r u Xr v 是曲面的法向量，〜 Xw v 是球面的法向量. 

K >0 表示这两法向量指向一致，因此从到％的旋转方向 
和心 到 / i v 的旋转方向相同. K <0 表示这两法向量的方向相反， 
从而 C 到的旋转方向和从到的旋转方向相反. 



1. 计算悬链面 
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r = {cos h mcos v，cos h Msin u) 

的第一、第二类基本量. 

2. 计算抛物面 2 x 3 =5 x ? 4-4 x ^2+2 x | 在原点的第一、第二基本形式. 

3. 证明对于正螺面 

r = { mcos v 9 Msin bv ) , — oo < m <；+ oo , — oo y <+ oo 

处处有 EN - 2 FM-{-GL = 0 . 

4. 求出拋物面 2 ：=-^( a : r 2 +以 2 ) 在 （0,0) 点和方向 （cLr : d _ y ) 的法曲率. 

5. 已知平面 tt 到单位球面 S 的中心距离为 c /(0< c /< l )， 求 tt 与 S 交线 
的曲率与法曲率. 

6. 利用法曲率公式怂证明在球面上对于任何曲纹坐标第一、二类 
基本量成比例. 

7. 求证在正螺面上有一族渐近线是直线，另一族是螺旋线. 

8. 求曲面 z = xy 2 的渐近线. 

9. 证明每一条曲线在它的主法线曲面上是渐近曲线. 

10. 证明在曲面 z = /(: r ) + K (： y ) 上曲线族 《 r = 常数， _ y = 常数构成共 
轭网. 

11. 确定螺旋面 j*=mcos v * y = us'm = 上的曲 率线. 

12. 找出双曲面 z = a : r ： y 上的曲率线 • 

13. 求曲面 r = { |(m — v ) ， + 上的曲率线的方程. 

14. 给出曲面上一条曲率线 r ， 设 r 上每一处的副法向量和曲面在该点 
处的法向量成定角.求证 r 是一平面曲线. 

15. 如果一曲面的曲率线的密切平面与切平面交成定角，则它是平面 
曲线. 

16. 求正螺面的主曲率. 

17. 确定抛物面(: c 2 +y ) 在（0,0)点的主 曲率. 

18. 证明在曲面上给定点处，沿相互成为直角的方向的法曲率之和为常数. 

19. 证明若曲面的两族渐近曲线交于定角，则主曲率之比为一个常数. 

20. 求证正螺面的平均曲率为零. 

21. 找出双曲面在点 : r = ;y = 0 的平均曲率和高斯曲率. 

22. 证明极小曲面上的点都是双曲点或平点. 
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23. 求证如果曲面的平均曲率为零，则渐近线构成正交网. 

24. 在 _ rOz 平面上取 圆周 : y = 0,（ x —6) 2 +^= a 2 (6> fl ) ，并令其绕 z 轴 
旋转得圆环面.圆环面的参数方程是 

r = { (^ -f- acos cp)cos d ， (6 + acos p)sin 夕， asin p } 

(0<^<2 tt , O <0<2 tc )， 求圆环面上的椭圆点，双曲点和抛物点（如第 24 题 
图所 示）. 



(第24题图） 

25. 若曲面的第一基本形式表示为 I = A 2 U ， W ( d M 2 + di ; 2 ) 的形式，则称 
这个曲面的坐标曲线网为等温网，试 证：旋 转曲面 r = U ( z)cos ^(^)sin 9 , 
/(/)} 上存在等温网. 

26. 若两个曲面 S 1 、 S 2 交于一条曲线 （ C )， 而且（0是 S , 的一条曲率线， 
则 （ C ) 也是 S 2 的曲率线的充要条件是 S ,、 S 2 沿着 （ C ) 相交成固定角. 

27. 证明在曲面 S 上一个双曲点 P 处，若两条渐近曲线都不是直线，则 

它们之中，一条在点 P 的挠率是另一条在点 P 的挠率是一 其 

中 K 是 S 在点 P 的高斯曲率. 

28. 证明如果曲面上无抛物点，则它上面的点和球面像上的点是 一一 对 
应的. 

§4直纹面和可展曲面 

4.1 直纹面 

由直线的轨迹所成的曲面称为直纹面，这些直线称为直纹面 
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的直 母线. 柱面、锥面、单叶双曲面（纸篓面）、双曲拋物面（马鞍 
面）、空间曲线的切线曲面等都是直纹面.现在我们来导岀直纹面 
的参数表示. 

直纹面上取一条曲线 （ C )， 它的参数表示是 

a = a ( u ). 

曲线 （ C ) 和所有直母线相交，即过曲线 （ C ) 的每一点 M = M 。，有一直 
母线，曲线 （ C ) 称为直纹面的 导线. 

设 6 U ) 是过导线 （ C ) 上 dU ) 点的直母线上的单位向量.导线 
( C ) 上 ciU ) 点到直母线上任一点 PUa ) 的距离为 I ；(如图2-22)， 
则向径 M 可以表示成 

r = a ( u ) vb ( u ) , (2.53) 

这就是直纹面的参数表示. 



由 （2. 53) 可以看出直纹面的 I ；一曲线 U = 常数）是直母线， 
M —曲线常数）是和导线 （ C ) 平行的曲线. 

我们来计算直纹面上任一点的法向量 n . 它平行于 
/•„\匕，从(2.53)容易算出 : 

r u = a iu ) vb f iu ) y r v = b ( u ) ， 

所以 

r u X r v = a X b vb / X b . 
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我们现在来讨论当 P 点在曲面上沿一条直母线移动时，法向 
量 W 的变化 情况： 

情形 1: a Xb )^ b f Xb 9 即 （ a ’， 办， b f )^0. 

这时当 P 点在一条直母线上移动时，参数 r 随 P 点的变动而 
变化，因此法向量 /!( 或切平面）绕直母线而旋转. 

情形2: aXb // b f Xb ^ Ha \ b , b ， )=0. 

这时当 P 点沿一条直母线移动时，虽然变化了，但是 r tt Xr , 

只改变长度，不改变方向.也就是说 = 保持不变.这说 

\ r u Xr v \ 

明 P 点沿直母线移动时，它的法向量（或切平面）不变，此时直纹 
面沿一条直母线有同一个切平面. 

对于直纹面 /*= cxU )+ WU ) 有 = 所以曲面在 P 点的 
沿方向 r v 的法截线就是直母线，这是一条直线，它的曲率为零. 
根据梅尼埃定理 ^=^cos 0，因此 P 点在方向~上的法曲率 h = 
0. 根据以前的讨论，只有当 P 点是双曲点或拋物点时才可能出现 
怂=0的情形.这说明了直纹面上高斯曲率 K <0. 

下面我们将指出对于情形1有 K <0; 对于情形2有 K = 0. 
由直纹面的参数表示 

r = a ( u ) + vb ( u ) ， 


得到 



单位法向量为 


= r u X r v = a Xb + vb f X b 

\ r u Xr v \ 在 G — F 2 

由此得第二类基本量为 


L = r uu • n 



( b / \ b \ b ) v 2 + [_( a \ b \ b ) + ( ft "， 〆 ，办 )] r + {a , a \ b ) 


VEG-F 


M = r u 


n 


( b \ a \ b ) 

VEG - F 2 
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再计算高斯曲率 


N 


r 7l7l • n = 0. 


y _ LN - M 2 _ - ( b \ a \ b ) 2 
~ EG - F 2 ~ ( EG - F 2 ) 2 * 

因而对于情形 1，（，功，^/)#0 有高斯曲率 K <0, 对于情形 2, 
( a ’，&， 办 ’）=0 有 K = 0. 

我们已经知道对于法曲率怂有 h = 又因为沿着直纹面的 

直母线有怂=0,所以有 n =0,因此直纹面的直母线一定是渐 
近线. 

我们要考虑两条无限邻近的直母线的相互位置. 

先定义直纹面的腰曲线. 

设 Z 是过导线上点的直母线，是过导线上 flU ) 的邻近 
点 + △幻的 直母线，作/和 "的 公垂线（如图2 -23)，垂足分别 
为 M 和 M 、 公垂线的垂足 M 当 Au—0 时沿直母线趋近于 
极限位置 M 。， 点称为直母线/上的 腰点. 下面我们导岀腰点 
的向径表达式. 



垂足 M ， iVT 所对应的向径为 

M ： r = a ( u ) - vb ( u ) ^ 

/ : r + Ar = a Aa + (u + Av ) (b - {- Ab ) ^ 
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由 以上两式得到 

MM r = Ar = Aa + v/^b + /\ v(b + A 办）. (2. 54) 

又因为是两直母线的公垂线，所以垂直于 6 和 6+ △幻因而垂 
直于△卜这样有 

JVU \4 , • Aft — 0. 

把 （2. 54) 代人得 

Aa • Ab + v/\b • Ab + Av(b + △&) •△办= 0， 

上式除以 （ AW 2 

— —+ — (^ + A^) — = 0. (2. 55) 

Am Aw Aw Aw Am Aw 

当 △〃—() 时，我们考虑 MVT 的极限位置.在这里我们假设 VU) 关 0 

(对于 VU )=0 的情形在以后讨论）. 

注意当△〃—0时有 

Aa / Aft ,/ 

- - ► a , -- > b ， 

Aw Aw 

• Ab b f • 0 = 0. b • — b • b' = Q. 

Aw Aw 


这时 （2.55) 式为 

a’ • b f + vb f2 = 0, 


因而 



把它代人到 


fl ( M ) + 4( w ) 后得到腰点的向径表达式 


r 


(w) — 


’ （ u) • b’ iu) 
b\u ) 2 ~ 


b(u). 


(2.56) 


总之在直纹面的每一条直母线上（假定 fu ) 关 0) 有一个腰 
点，这些腰点的轨迹称为腰 曲线. 在方程 （2. 56) 中以“为参数，则 
它表示腰点向径的变动与参数 a 有关，也就是与母线的选择有关 • 
因此 （2. 56) 就是腰曲线的参数方程.腰曲线的几何意义是它沿直 
纹面的狭窄部位“围绕着”这直纹面.若我们取腰曲线为导线 r = 


• 119 • 




tiU )， 则在 （2. 56) 中腰曲线的向径 r 就是导线的向径 fl ， 因此得到 
腰曲线是导线的充分必要条件是 a ' • V = 0即^丄//. 

4.2 可展曲面 


在§ 4. 1中，我们把直纹面 r = fl ( M )+4 U ) 分为两种 情形： 

1。 a’ X X &，即 （ a ’ ，&，办 ’） 尹0; 

对于第2°种情形的直纹面我们称为可 展曲面 ，也就是说，可展曲 
面是沿一条直母线有同一个切平面的直纹面. 

命题 1 每一个可展曲面或是柱面，或是锥面，或是一条曲线 
的切线曲面. 

证明 对于可展曲面有（ 〆 ，&， V )=0,我们取腰曲线为导线， 
即此时有 a ' • b ； = 0 . 

( i ) 当^ = 0时， aU ) = 常向量，这表示腰曲线退化为一点，也 
就是说，各条直母线上的腰点都重合.我们得到以所有母线上公 
共的腰点为顶点的锥面（如图 2-24). 

( ii ) 当，參 0 时，由条件 U '&，!/)=0， a、f = 0 并且|办| =1， 
b 丄 y 得到 a // b . 这时得到切于腰曲线的切线曲面（如图2 - 25). 



( iii ) 当 f =0 时， fc ( w ) = 常向量，这表示柱面（如图 2-26). 
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图 2-26 


反过来也成立 ，即： 

每一柱面、锥面或任意空间曲线的切线曲面是可展曲面（证明 
留作习题）. 

为了进一步研究可展曲面，我们先介绍单参数曲面族的包络 
的概念. 

给岀一个单参数曲面族 

{ S a }： F ( x , y , z , a ) = 0, (2.57) 

其中《是参数.当 a 的值变化时，我们得到族中不同的曲面 S fl ，并 
且假定函数 F (: r ， y ， z ，《) 具有一阶与二阶连续偏导数. . 

如果有一个曲面 S ， 它的每一点是彳 S a } 族中一个曲面 S a 的 
点，而且在 S 与 S fl 的公共点它们有相同的切平面，反过来，对 
< S a } 族中每一个曲面 S a ， 在曲面 S 上有一点使 S a 与5在尺 
点有相同的切平面，则 S 称为单参数曲面族的 包络. 

现在假定曲面族 { S a } 的包络 S 存在，则根据上述定义， S 上 
任意点必在族中某一个曲面上，而这个曲面由参数 a 来 
确定，所以包络 S 上每一点对应于《的一个确定值.因而 a 为 S 
上点的坐标 （* r ，： y ，2：) 的 函数： * 


a = a ( xjyjz ) ^ 

(2.58) 

把它代入 （2. 57) 得 


F[_Xj y jz ^ a(x = 0. 

(2.59) 
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对亍 S 上的点，上式为恒等式. 

其次在包络 S 上任取一条曲线 （C) : 

r = r ( t ) 即 r = xit ) e x + yit ) e 2 + z ( t ) e 3 , 

因为曲线 （C) 上的坐标应满足 （2. 59) 式，所以必满足恒 等式： 

= 0 , 

对于/求导数得 

F — 4 - F ^ + F — + F — = 0 (2 60) 

J dt ^ y dt ^ z d/ a dt • • ; 


现在，在曲线 （C) 上取一点 P. 由于 S 与 S a 在 P 点有相同的 
切平面，曲线 （C) 在 P 点的切线和 S a 在/ 3 点的法线垂直， BP 

F x ^ + F y ^ + 莹 = ◦①. (2.61) 

比较 （2. 60) 和 （2. 61) 便得 

F a ^ = 0, (2.62) 

at 


这对包络 S 上每条曲线都成立. 

因为曲线 （C) 可以在包络面上任意选择，使得^关0,因此 

F a = 0, 


即 


F a \^x jz)^\ = 0. 


(2. 63) 


由以上的分析，说明了曲面族 （2. 57) 的包络 S 满足方程组 


F ( x ^ y ^ z ^ a ) = 0 , 

F Q ( xjy ^ z , a ) = 0 . 


(2.64) 


①对于曲面厂( 0 ：， 3 ；， 2 ) = 0 ，在曲面上过尸 0 点取一曲线 r=xU)e x ^y(t)e2^z(t)e^ , 

于是有 F (* r ⑴，: y ( f ), z ( 0)=0,两端对/取导数得 h # + @ + # = 0即 

{F x ,F y ,F z } - r\t) = 0 . 但 上述曲 线为曲面上过 P 。 点的任意曲线，故上式中，⑴为 
曲面上过 P 。 点的仟意方向的切向景.因此 <^， F V ， F Z } 是曲面在匕点的法线上的一 
向最. 
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换言之，对于包络 S 上的每一点（: ^3；^)，可以找到这样的值《，使 
四个数满足方程组 （2. 64). 

从方程组 （2. 64) 消去《，则得到具有下列形式的方程 

(p(x 9 y 9 z) = 0, 

这个方程所表示的曲面 Y 叫做曲面族 （2. 57) 的判别曲面. 

我们假定在族中的曲面上的点和在包络上的点都是正常点的 
情况.在这种情况下，我们可以证明判别曲面就是包络面 S . 
判别曲面 S # 可以这样理解 ：对于 每一个固定的 a ， 方程组 （2. 64) 
代表曲面 S a 和曲面 F a = 0 的交线 C fl ， 而判别曲面 f 是这些曲线 
C a 所产生的曲面.因此， S * 上每一点决定一个《值，（: rod )， 
而点的坐标以及其所对应的，值适合 （2. 64). 但上面已经得到 
包络 S 上每一点和它所对应的 a 值适合 （2. 64) ，因而包络 S 属于 
判别曲面 S ' 

下面再证明判别曲面 S # 属于包络 S . 

由于判别曲面上每一个点都在族中某一曲面上，因此它的坐 
标对《的某个值满足方程 

F(j ： 9 y,z,a) = 0, 

我们在判别曲面上过一点 P 任取一条曲线 （ C):r = : r(OQ + 
y(t)e 2 +z(t)e 3 ，代入方程组 （2. 64) 的第一式，然后关于，求导数， 
则有 




0 . 


但根据方程组 （2. 64) 的第二式 ，兄 = 0,所以 


F ^ + F 




0 


这就是说，在 PAs a 的法线和 s * 上曲线 （ c ) 的切向量垂直.但 
( c ) 为 y 上经过 p 点的任意曲线，由此可知， s a 与 s * 在 p 相切. 
这说明了 y 的点也是 s 的点，即义属于包络 s . 这样，我们证明 
了 y 就是 { S a } 的包络 S . 
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包络 S 与族中的曲面 s a 相切的曲线称为特征线，因而当 a 固 
定时， （2. 64) 为特征线的方程，特征线的轨迹就是包络.这就是说 
族中每一曲面沿特征线切于包络. 

我们把这些理论应用于单参数的平面族，有以下 命题： 

命题2 —个曲面为可展曲面的充分必要条件是此曲面为单 

参数平面族的包络. . 

证明 设单参数平面族的方程为 


A(a)x B(a)y C(a)z D(a) == 0» (2. 65) 

其中 A 、 B 、 C、D 是与平面族的参数 a 有关的系数. 

我们求岀所给平面族中的平面上的特征线.根据前述理论， 
为了求出 （2. 65) 的包络，除方程 （2. 65) 以外还必须把 （2. 65) 左端 
对参数《微分而得方程 

A\a)x-\-B\a)y + C / (a)z+D\a) = 0, (2. 66) 

(2. 65) 和 （2. 66) 联立 


(AMjc + Bi^y + Ci^z+D^a) = 0 , 

\ A \ a ) j ： + B \ a)y + C r ( a)z + D r ( a ) = 0. 


(2.67) 


则方程组 （2. 67) 在族中的平面上决定一条直线，这就是特征线. 
而包络是这些直线——特征线的轨迹，即包络为直纹面. 

以下再证明此包络面不仅是直纹面而且还是可展曲面. 
由于包络面沿特征线（即沿它的直母线）与族中曲面（即族 
(2. 65) 中的某一平面）相切（如图2-27)，所以此平面是直母线上 
所有点的公共切平面.因此按可展曲面的定义，这个包络面是可 
展曲面. 


反之，我们证明舞一可展曲面是某一单参数平面族的包络. 
由于可展曲面的直母线族与单参数有关，而且经过给定的母 
线，可引惟一的切平面，因此所有切于可展曲面的切平面族是仅与 
一个参数有关（而任意曲面的切平面族与两个参数有关），这就是 
说可展曲面在它的每一点处切于它的单参数切平面族中的某一平 
面.这就表示它是这个平面族的包络. 
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包络 



图 2-27 

在 §4.1 中，我们通过计算得到可展曲面的高斯曲率等于零. 
现在我们再从理论上证明以下 命题： 

命题3 —个曲面为可展曲面的充分必要条件是它的高斯曲 

率恒等于零. 

证明如果曲面是可展的，则沿同一直母线的单位法向量 w 
不变，即 d/i = 0, 零向量与任意另外的向量共线，因此有 

dn // dr . 

根据罗德里格斯定理，沿直母线的方向是主方向，并且主曲率 
々1 =0( 或 h =0) ，于是 


K = k'k 2 三 Q. 

反之，如果则 K = k ] k 2 = 0 . 设匕=0,这时对应它的方 
向是渐近方向也是主方向，所以这一族渐近曲线也是曲率线. 
根据罗德里格斯定理沿渐近曲线有 


因而 

即 


dn =— k 2 dr , 

dw = 0， 


n = 常向量. 

这说明单位法向量沿渐近曲线保持常向量.因此，在所有渐近曲 
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线上曲面的法线都互相平行. 

又对于渐近曲线的切向量 dr 有 

dr • n = 0 . 

所以沿渐近曲线有 

/* • n = 常量. 

设 n 是渐近曲线上某定点 M q 的向径，则由以上结果有 


即 


(r — r 0 ) • w = 0. 

由此得到联结渐近曲线上的定点和渐近曲线上任意点的 
向量 r 一 垂直于/ I ，因而必在点 A 1。 的切平面上，所以渐近曲线 
的所有点都在点的切平面上. 

于是，这个包含渐近曲线而且垂直于沿它的常法向量《的平 
面，就是渐近曲线所有点的切平面.换句话说，对同一条渐近曲线 
上的点，其切平面是同一个.由此可见，曲面是一个单参数平面族 
的包络面，因而是可展曲面. 

以下我们再证明一个命题，它刻画了任何曲面上曲率线的 
特征. 

命题4曲面上的曲线是曲率线的充分必要条件是沿此曲线 
的曲面的法线组成一可展曲面. 


证明 

斯定理可知 


即 


设曲面上的曲线 = 是曲率线，则根据罗德里格 

d/i =— k x da , 
his ) = — ki (5) a (. s *), 


其中⑴为对应的主曲率.由此得出 



所以有 
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(a ， w ， w) = ()• 



因而沿此曲线，曲面的法线组成的曲面 

r = a + vn 

是可展曲面. 

反之，设 a = d (. sO 是曲面上一曲线.曲面沿此曲线的法线构成 
一可展曲面 

r = a -h vn j 

于是有 

(a,n,n) = 0. 

由于 /| 是单位向量，所以《丄心而且6是曲面的切向量，因而 
6丄 n . 由此可得 

a // h 或 da // dn . 

根据罗德里格斯定理， da 是主方向.因此曲线 = 是曲面的 
曲率线. 

可展曲面的特征之一是它可以与平面成等距对应.我们以下 
证明： 

命题5可展曲面可以与平面成等距对应（简称展为平面）. 
证明在直角坐标系（: to ) 里，平面的第一基本形式是 

I = dx 2 + dy , 

而在极坐标系 （ pj ) 里，由上式通过变换 

x = ^cos d，y = ^osin 

可得第一基本形式是 

、 I = dp 2 + p 2 d ^. 

我们 t 先考虑柱面.柱面方程可表示为 

- r = a ( s ) + vb ， 

其中6为沿柱面母线的单位常向量， = 是与柱面母线正交的 
一条曲线，6•是它的弧长. 

于是 

r s = a = a , r v = b , 

E = r s * r s = a 1 = 1, F = r s • r v = 0 ,G = r v • r v = b 2 = 1, 
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而第一基本形式为 

I = d . v 2 + dv 2 . 

这与上述平面的第一基本形式有相同的形式，因此柱面可以展为 
平面. 

其次考虑锥面.锥面方程可表示为 

r = + vb ( s ) j 

其中为常向量为锥面母线上单位向量，而 s 是单位球面 
曲线 6 = 的弧长，则有 

b 2 = 1 ， b • i ? = 0， i ? 2 = 1 • 

于是 

r s = vb ， r v = b , 

E = r s • r s = v 2 , F = r , • r v = 0, G = r v • r v = l j 

而第一基本形式为 

I = + Ch /， 

这与上述平面的第一基本形式有相同的形式，因此锥面可以展为 
平面. 

- 最后考虑切线曲面 

r = a ( s ) + va ( s ) ， 

其中 a ( 5) 为曲线 = 的切向量 a = a ( s ) , s 为曲线 a (. s ) 的 
弧长. 

于是 

r s = a + vkfiy r v = ais ), 

E = r 5 • r , = 1 + v 2 k 2 , F = r s * r v = \ , G = r v • r v = \, 

而第一基本形式为 

I = (l + v 2 k 2 ) d . v 2 + 2 d . sdi ; + dv 2 . 

从这里可以看到第一基本形式的表达式中只岀现了曲线的曲率 
々，而没有岀现挠率因此如果两条曲线具有同一曲率 
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k = k { s ) , 



那么即使挠率 r 不同，它们的切线所构成的切线曲面具有相同 
的第一基本形式，因而是等距的.但是对于给定的曲率与挠 
率为 

k = k{s) , r = Ar(s) (0 ^ A ^ 1) ? 

则由曲线论的基本定理，除了空间的位置外，完全确定一条曲线 
( C ). 当 A 从1连续变动到0时，即得一个连续族的曲线 { C A } .这 
些曲线的切线曲面也变动，但是第一基本形式保持不变，所有这些 
切线曲面是等距的.当 A = 0 时挠率 r = 0, 此时曲线变为平面曲 
线，由于平面曲线的切线仍然在此平面上，因此这时的切线曲面就 
是平面曲线所在的平面，而第一基本形式保持不变，因此切线曲面 
也可展为平面. 

以上证明了可展曲面的三种类型都可以展为平面，即命题 
得证. - 

这里需要指出的是上述命题中都是指曲面和平面的一部分而 
言的. 


4.3 线汇 

线汇是直纹面的推广，直纹面是单参直线族，而线汇则是两个 
参数 U ，〃) 的直线族，它的方程是 

r=a(u,v) -^Xbiuyv ) , 

其中，我们取41 =1， A 是线汇中每一条直 = = 训）上的 

参数。 . 

方程 

u = u(v) 

确定了线汇中的一个直 纹面： 

r=a(u(v) jv) +Xb(u(v) 9 v ), 

这个直纹面为可展曲面的必要和充分的条件是 

(dayb,db)=0 , 

这是一个关于心： ch ; 的二次方程 
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其中 


Adu 1 + Bdudv+ Cdv 2 = 0 , 


所以 


A = ^ • 化， B = ^ •吐 

du du du dv 


■ da db (、_ da 


db 


du _ — Bzt yjB 2 —4 AC 

2 A * 

这两个微分方程的解 

U=U\ (z；,Ci ) W= M 2 ) 

确定了线汇中两族可展曲面，其中每一族可展曲面的腰曲线构成 
一个曲面，称为线汇的焦 曲面. 我们把这两个焦曲面分别记成2 
和 2'. 

注 意：线 汇中每一条直线都是上述两族可展曲面的腰曲线 
构成的焦曲面的切线，也就是这两个焦曲面的公切线，这 说明： 
线汇中每一条直线/是两个焦曲面2和玄的公切线，于是，线汇 
中每一条直线/确定了焦曲面2和玄的切点之间的一个对应 
关系： 

I - 2 — d ’， 

也就是说 ：对于 焦曲面2上每一个点 P ， 有一条线汇中的直线/， 
它与2相切于 P ， 同时与玄相切于 P '， 线汇中每一条直线/使焦 
曲面2上的点 P 对应于另一个焦曲面 2' 的点 P '， 使得过点 P 和 
的直线正好是2和夕的公切线 /. 

♦ II ♦ • • ♦ II ♦ ..» ♦ .:1 ♦ • 

| 习题 t 

♦ *'• ^ ♦ .K ♦ lt^ 

1 . 证明曲面/*=^ 2 ++% 2 « 3 +心， m 4 + 是可展 曲面. 

2. 证明曲面 

r = {cos v 一 (m + T；)sin v，sin v -f (m + v)cos v，w + 2vj 
是可展曲面. 

3. 证明正螺面 r = { vcos Un vsin w , aw + 6} 不是可展曲面. 
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4. 证明挠曲线的主法线曲面与副法线曲面都不是可展曲面. 

5. 求平面族 xcos a+：ysin a—zsin a = 1 的包络. 

6. 求平面族 a 2 ： r +2 ajy + 22：=2 a 的包络. 

7. 证明柱面、锥面、任意空间曲线的切线面是可展曲面. 

8. 证明〜=^=0的曲面 S: r = r ( M ， v ) 是柱面 • 

§5曲面论的基本定理 

根据以上几节的讨论，我们知道曲面 

r = r(u^v) 

的许多性质由它的第一和第二基本形式所确定.在这一节里，我 
们要讨论一个反问 题：给 出变量的两个二次微分形式 

E(u du 2 + 2 F ( u 9 v)dudv + G ( u 9 v ) dv 2 , 

Liu , v ) du 2 + 2 M ( u , v)Audv + N ( u ， v )& u 2 ， 

我们能不能确定一个曲面/•=/*(«，!；），它的第一和第二基本形式 
正好就是上面所给岀的两个二次微分形式. 

一 般来说，这个反问题不可能有解，因为确定一个曲面只需三 
个函数和 Z ( M ，1；)， 但是给出两个二次微分形式等 
于给出六个函数 E ( u , v ) , F ( u , v ) , 和 L ( i 4， v) ， M ( u ， v ) ， 

N ( u ， v )， 条件太多了 .除非这六个系数函数之间只有三个是独立 
的，也就是说，这六个函数间有三个关系式.这一节的目的就是要 
寻找这三个关系式，称为高斯-科达齐-迈因纳尔迪 （ Gauss - Codazzi - 
Mainardi ) 公式.并且将证明这样一个 定理： 给出两个二次微分形 
式，如果它们满足高斯-科达齐-迈因纳尔迪条件时，则存在一个曲 
面 r = rU ， r )， 它的第一和第二基本形式正好就是给定的两个二 
次微分形式. 

为了把一些式子表达得更有规律性些，在这一节里我们将采 
用以下新的符号.以后我们将同时采用这一套符号和以前采用的 
符号.记 • 


• 131 • 



W = M 1 ， V = U 2 ^ 


u 


r v = r 2 


uu 


rn 


uv 


r\2 ^ r vu = r 2 i , r vv = r 22 , 


E = g n = r x ^ r x , F = g l2 = g 2 \ 

G = g22 = 6 • 广2 ， 


r 2 


EG-F 2 


gn g \2 
S2\ g22 


8 


L = L n = rn • n, M = L 


12 


L 


21 


ru ^ n 


N = L 


22 


r 22 • n 


2 = = 


等等.此外 注意: 


y〆b a = y ^ a 1 %， y ^ a ° t 3 b a0 = ^ a^bys 等 


P 




y ，5 


5.1 曲面的基本方程和克里斯托费尔 （ Christoffel ) 


符号 


给出一个 C 3 类曲面 S : 


r(u l j u 2 ) 


它确定了向量 


厂 1 


dr 

W ， 


r 2 


dr 


n 


r\ X r 2 

~7 T 


对这三个向量再求导数，我们得到一个类似于曲线论中的伏雷内 
公式的公式.命 


V 


k + A 0 w , 


k 


n 




1 , 2 . 


( 2 . 68 ) 


我们希望确定这些式子的系数 II , 

把 （2. 68) 的第一式点乘 w ， 注意^ • n = 0，〜 • n = h ，因 
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此有 


A 


n — h 


因为 g 


，对此式求导数得 


^gjj 

du l 


r u • r ; + r { • r jt 


同理 




u 


3 u J 


r t + r { • ru 


ra • r t + r ; - • r u . 


由于 


r 7 ,， 所以 




k 


(2. 69) 


命 ( 〆 ） 是 （ A ) 的逆矩阵，即 


2, 


gkj = 


k 


1 ， 当纟 =) 
0 , 当 i 关 j 


1， 2. 


从 （2. 69) 可以解出系数 如下： 

^ ， Z ] = 




c ) u f 


duf 


^gij 

du l 


) 


f . ， / ， / = 1，2. 


如果采用过去的符号，则 




尺22 


G 








EG — F 2 ’ 


#12 




22 


A 


E 


g 


EG - F 2 


F 




EG - F 


^gn 

_ 3E _ 

=E , dgn - 
u ， du 2 

3E _ 

- TT 


du l 

du 

dv 



#12 

_ ^S2l 

= 3F — F , 

du U 

#12 

_ 也 1 一 

_ dF 

du 1 

du 1 

du 2 

du 1 

dv 


F 
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2( EG - F 2 ) 


2( EG - F 2 ) 


厂怎 称为 第二类克里斯托费尔符号 ，也可以写成 I 

一 类克里斯托费尔符号 ，即[/)，/]. 

例 对于曲面上的正交坐标网来说， F =0, 这时 


，此外还有第 


rl, : 

一 E u 
2 E ， 

- 

E v 

2G’ 

r \ 2 = 

一 E v 

2 E ， 

rL = 

_ G u 
2G ， 

r l 22 — 

g m 

2 E J 

rL = 

G v 
= 2G* 


我们再来确定 （2. 68) 的第二式中的系数 〆 .用 G 去点乘这 
式子得到 


- L 


X jk ， i ， 々 = 1，2， 


因此 




用过去的符号表示得 


1 

"1 


-LG + MF 
EG - F 2 

NF - MG 
EG = F 2 ， 


LF-ME 
EG - F 2 9 

- NE + MF 
EG - F 2 


对于曲面上的正交坐标网有 


1 

"1 


M 

G ' 
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_ M 2 

= _ E ，" 2 


N 

G * 


于是我们得到/ ^， r 2 和 n 的导向量公式 如下: 


r {j = ^ r k ijr k + L^n , 

< k i ， j = 1 , 2 , ( 2 . 68 )’ 

n i = — r j ， 

上式称为曲面的基本方程，其中第一式称为高斯方程，第二式称为 
魏因加尔吞 （W eingarten ) 方程 • 


5. 2 曲面的黎曼 （ Riemann ) 曲率张量和高斯-科达 
齐-迈因纳尔迪 （ Gauss - Codazzi - Mainardi ) 公式 


设 rf , 是曲面的克里斯托费尔符号，我们定义曲面的黎曼曲率 


张量 如下: 


R 1 , 


3ri t dn 




c)u 


3 u J 


k - + ^(rf J r , t ,-nr l PJ ) 


P 


，々， Z ， p = 1^2. 


(2. 70) 


容易证明黎曼曲率张量满足下列恒等式 


RL =- i 4, 


因此 


ijk 

Ri “ 


0, 


R l ijk + R\ki + R l ki 


姑 I 




0 


如果再定义另一种黎曼曲率张量如下 


R 


rmjk 


^jS ijk ， 


ijj,k = lj2j 


则有恒等式 


R 


Rimjk ， R 


rnjk 


0 


wxjk imh » 9 mi i i 


士 j 




0 


R 


inij k 


Rjk 


rni y k I I 尺 


rrtkij 


Or 


根据以上恒等式，黎曼曲率张量的16个分量中，只有一个是 
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独立的，即尺 m 2 . 下面我们要指 出：它 就是曲面的高斯曲率这 
就是为什么把和叫做曲率张量的原因.应该特别指岀的 
是黎曼曲率张量只与曲面的第一基本形式有关，因此是曲面的内 
蕴量.它经过等距变换后保持不变. 

现在我们再对 §5. 1中推出的曲面的基本方程求微商，于是 
得到： 

命题1°高斯公式 


2 ° 


R 


rnijk 


LijL 以 — L 決 L 


科达齐-迈因纳尔迪公式 



3Ljj — 3L 法 

du k du J 


— nu ) 


证明对 （2. 68 /式的高斯方程求导数，得 


”) 



叩 1 “ … \ . SL 


du 


k 


+ ri 〜)+ r >+ L ,，" 


再把 （2. 68/式代入上式，得 


l i k 


2 




c)u 


k 


+ 




n — 


类似地 






r ? W ; 


厂 


b 


r 


'^ j r , lk L lj n + 


du 




因为曲面是 C 3 类的，所以 



d 3 r 

c^U du 1 du 


= 3 3 r 

d U 1 3 U k 3 U J 


= r ikj ， 


把以和的式子分別代入上式两边，由于 n 、 r 2 和 w 是线性无关 
的向董 ，所以比较等式两边 r , 和/!的系数，我们得到 



^ r l tJ 奶 

3u k du J 


+ 2(厂心—厂以) 

p 
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' > y 、 i g bn QLijLjnk — Likbmj ), 


rn 


即 


R 


rnijk 


LijL ”由 — L m j ， m ， i ， j ， k ， p = 1 ， 2 ， 


和 




du J 


■ ■ ■ _ ■ 


> : —厂! yL 敁）， i ， j ， k = 1 ， 2 . 


命题证毕. 


注意，高斯公式中只有一个是独立的，即 
R m2 = L l 2 L l 2 -L n L 22 =-(LN-M 2 ) =-K(EG-F 2 ), 


所以有 


K 


-R 


1212 


g 


于是我们得到了高斯的著名的 定理： 

定理曲面的高斯曲率是内蕴量. 

这定理说明了当一个曲面经过等距变换变成另外一个曲面的 
时候，它的高斯曲率不改变.特别地，高斯曲率不恒等于零的曲面 
一定不能够经过等距变换变到平面或平面的一部分. 

下面给出高斯曲率的具体表达式.我们还是根据它的原来的 
定义直接去计算它. 


注意 


j = (L ， G ， r v ) ， M 


VEG - F 2 


广 in, , r u , r v ) 

VEG-F 2 


N 


( 广 w ， r u , r v ) 

VEG - F 2 


所以 


K 


LN -M 2 
EG-F 2 


1 


(EG-F 2 ) 2 


[(/• 如， /V ， r v )(r w ,r u ,r v ) — {r m , r u , r v ) 2 ] 
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uu 


w 


• r u • r v 


(EG-F 2 ) 


.• r u r u • r v 


r v • r v 


u • r v 


v • r v 


( EG - F 2 ) 2 


• r v 


由于 


( F uu )= ( F u ) v = (( r M • r v ) u ) v = ( r ^ - r v + r u - ) v 


uuv 


v + r u 


4-E 




( r u 




(糾 


(r v • ) tt = • r^ u + • ^ ， 


所以 


F trn — —K, nt — — G, 


于是得到所求的公式 
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实例： 对于曲面上的正交坐标网来说有 F =0, 所以 



下面再给出在一般坐标网下科达齐-迈因纳尔迪公式的具体 
表达式，它们中间只有两个是独立的，把克里斯托费尔符号代入这 
两个式子得到 


(EG — 2 FF + GE )( L V - M U )-( EN - 2 FM - j - GL )( E V - F u ) + 

E E u L 

F F u M = 0, 

G G u N 

( EG -2 FF + GE )( M V - N U )-( EN -2 FM + GL )( F V - G U ) + 

E E v L 

F F v M = 0. 

G G v N 
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5.3 曲面论的基本定理 

基本定理设 


I = Edu 2 +2Fdudv + Gdv 2 = ga du 1 du J ， 

«.>=i 

2 

II = Ldu 2 - 2MdudvNdv 2 = '^ J L ij du' du J 

“）=1 

是给定的两个二次形式，其中 i 是正定的.若 I 和 n 的系数心和 
对称且满足高斯-科达齐-迈因纳尔迪公式，则除了空间中的位 
置差别外，惟一地存在一个曲面，使得 I 和 n 分别为此曲面的第一 
和第二基本形式. 

证明由给定的两个二次形式的系数 以和 L,;， 考虑由心决 
定的〆， ft 为系数，以 r ( “ 1 ，“~ ) ， n ( W 1 ， U ~ ) , / *2 ( M 1 ， W 2 ) 和 
flUW) 为未知函数的一阶线性偏微分方程组 


dr 

du 1 

^ r , 

du J 


dn 


r x 


乏 ] 厂 f)r k + Lijti ^ i j 


1 , 2 . 


(2. 71) 


2 




$ Jk n 


- 根据偏微分方程论的解的存在定理可知，这个偏微分方程组 
的完全可积条件是 


rij = r j{ , 

( 厂 ， ） )* = ( 疒 , ) 幻， 

(tl)ij = (M) 力， 


(2.72) 
(2. 73) 


其中 （2. 72) 式由于以和 L , ; 是对称的，所 以厂纟 =厂),，从而 r f> = r } , ； 
而 （2. 73) 则由上一小节的讨论可知，这些可积条件恰好就是高斯- 
科达齐_迈因纳尔迪公式.因此对任意取定的 Ui ， W )， 给定一初 
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始右手标架： 

< r 0 ; (rj ) o » ( r 2 ) 0 ， n 0 }, 

其中 r Q 是任意的，满足 条件： 

( r , ) 0 - ( r 7 ) 0 = gij ( u \, Mo ) » 

w 0 • ( r ,) 0 = 0， >• (2. 74) 

nl = 1. 

又因为是右手标架，所以 

((厂1 )0 ，（尸 2)0 ，/1。）0 • 

此时方程组 （2. 71) 有惟 一一 组解： 

r = r ( w 1 ， m 2 ) ， 

r , = r t ( w 1 , w 2 ), (2. 75) 

n = n ( u l 9 u 2 ) 9 

它们满足初始 条件： 

r(Mo > Wo) = fo 9 

r,(wj yul ) = ( r ,) 0 ， 

W ( Mo » Mo ) ~ Wo • 

以下证明由此得到的曲面就是满足定理要求的 
曲面. 

首先证明，在曲面 r = r ( w 1 ， 〆 ）上的任一点， n ， r 2 和” 构成一 
右手标架，且 

r , • r } = , 

w • r, = 0 ， 
n 2 = 1. 

为此我们对任意的 w 1 和 w 2 求出 r ?， r 〗， w 2 ，n • r 2 • r 2 ，w • r ! 的 
值，利用方程组 （2. 71) 可得下列12个 等式： 
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1 

r?(r?) 

- dr \ 

2 

du x 

n W 

1 

d(r\) 

r 3r] 

2 

^u 2 

1 3u 2 

1 

^(r 2 2 ) 

^r 2 

2 

3u l 

— r2 • 3u' 

1 

^(rj) 

^r 2 

2 

如 2 

r2 •如 2 

1 

W) 

dn 

J 

du x 

n du} 

1 

3(n 2 ) 

dn 

J 

c)u 2 

n # 3u 2 


厂 ll 厂？ + 厂?1 厂 1 • 广2 + LhTi • M ， 


r\ 2 r\ +r 1 2 n • r 2 +L 12 ri • m ， 


r\ 2 r Y • r 2 + r? 2 K + L 12 r 2 • w ， 


—— pi 


=i 22^1 


广2 + ^22 ^2 ^22 ^ 2 • W ， 


2 


• n + L lj g j 2 r 2 


2 


^(L 2 j g jl r { • n + L 2 j g j 2 r 2 


n ) ， 


n), 


^(n • r,) 一 丄 ^ 丄 k , r 2 

—— = w • ^7+^7 • n = 门 2r i • w + n2 ~ • n + L l2 n — 

2 

2 ( L 2jg j] r \ + L 2 j g j2 r ] • r 2 ) • 

)=1 

(2.76) 

上述 12 个等式可以看做以 r ? ， r _ ， w 2 ， n • r 2 ， /i • r 2 ， n • n 为 
未知函数的一阶线性偏微分方程组.因为 仏及 “满足高斯-柯 
达齐-迈因纳尔迪公式，可以验证此方程组是完全可积的.如果 
用片 11 ，# 22 ，1，幻 2 ，0，0分别替代 rf 9 ri 9 n 2 f n • r 2 ,n • r 2 9 n • 
n ，则不难验证它们满足方程组 （2. 76). 例如，我们检验第一个 
方程 


1 ^( gn ) 

2 du x 


= rli^n + r ? i ^ i 2 + Ln 


=1 譽 


乂如检验方程组 （2. 76) 中最后一个方程 

2 

0— 厂 ! 2* () 十 r*12 • 0 + L\2 • 1 — ^ y (L2jg jl gn + L2jg j2 g2\ ) 

7=1 
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=^12 — 2(〆 #11 + g j2 g 21 )L 2j 

7=1 

2 

~ ^12 — > = [12 — ^21 — 0 . 

J=1 

方程组 （2. 76) 的其他方程也可按同法检验.又因为这些解具有相 
同的初始值 （2. 74)，因此，由解的惟一性得到 



心， 




又因为 


Oi ， r 2 ， m ) 2 > 0, 

所以 （ n ，/* 2 ， w ) 恒正或恒负，但是在初始点 


((尸1)0，（广2)0， Wo ) 0， 

由解的连续性可知 


Oi ， r 2 ， f !) > 0. 

再证明定理所给定的二次形式 I 和 n 分别为此曲面 r = 

rUW ) 的第一和第二基本形式. 

2 

由 得知 I 二 gijdu ' d ^ 是曲面 rsrCw 1 ， w 2 ) 的 

*.7=1 

第一基本形式，再由《 • r , = 0 , n 2 = 1得知 w 是此曲面的单位法 
向量. 

又因为 

2 

”ij = 2 r ^ k + “ W ， 
k=l 

所以 


即 n = 为曲面的第二基本 形式. 这样就证明了适合 

“）=i 

要求的曲面的存在性. 
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以下证明 ：除了 空间中的位置差别外，惟一地存在一个曲面以 
I ，11为其第一，第二基本形式. 

假定有两个曲面 Si 和 s 2 存在，它们有相同的第一和第二基 
本形式.在 S , 和 s 2 上对第一、第二基本形式相同的点取相同的 
曲纹坐标 u 1 ^ 2 ). 在点各作 s ,， s 2 的标架，则经过适当的 
刚体运动，可以使曲面 Si 在点的标架跟曲面 s 2 在点 UJ ， 
W ) 的标架重合.这样的重合是可能的，因为它们有相同的第一类 

基本量，于是有相同的交角 ( arccos ^^ L ). 假设经 

v VEG 7 0 

过这样的重合后，这两个曲面的方程分别是 

r = r ( w 1 , w 2 ) 和 r = r ( u \ u 2 ). 

如果取 

r \ = r x ( w 1 , u 1 ) , r 2 = r 2 ( w 1 , m l， ) , n = n ( u \ u 2 ), 

或 

r , = ( w 1 , w L ) » r 2 = r 2 ( w 1 ♦ « L ) ♦ n = n(u l ， ) ， 

因为 S , 和 S 2 有相同的第一、二基本形式，因此由 “ 作出的 
方程组 （2. 71) 也是相同的.因此，上述这两组函数都满足方程组 
(2.71). 其次，由于这两组函数在点 Ui ， W ) 满足同样的初始条 
f +：( r 0 ； (^) 0 , ( r 2 ) 0 , m 0 }. 根据解的惟一性，这两组函数在任意 
点 UW ) 总是恒等的.因此，对于任意的 M 1 ， V 都有： 

r ( w 1 9 u 2 ) = r ( w 1 , u 2 ) , r x { u l , u 2 ) = r x ( w 1 ), 

r 2 ( u l ， w L> ) = r 2 ( w 1 ， m 2 ). 

所以曲 面 Si 和& 除了一个刚体运动外，是完全一致的，即除了空 
间中的位置差別外，惟一地存在一个曲面以定理给定的两个二次 
形式为其第一、二基本形式. 

;习 题 t 


1. 平面上取极坐标系时，第一基本形式为试计算第 
二类克氏符号 rf ; . 

• 144 • 





2. 证明高斯曲率 K = det|〆I. 

3. 证明平均曲率- H= —+ ("!+¥). 

4. 求证 

R _ 1 / 32 Srnj , 沪 gik 3 2 grnk 3 2 glJ \ 
m，jk ~Y\du i du k du m du J du { du } du m du k I 

2( 厂么 • [ 〜，户]—厂 5. [w ，/>])• 

P 

5. 对于 R 5 中的空间曲面来说 

RU =— Kid'jgik — 8 l kg , j )» 

其中 K 是曲面的高斯曲率. 

6. 证明以下 公式： 

( 1 ) k= + [( 厂 ? l ) I> -(r? 2 )„ + 


rh jTi2 + rh rh 一 厂 L 厂 fi 一 （厂 f2” ]; 


(?) V — 1 

Fd 1 

Veg - 

• F V V 

d 

\ Ld / XV _ 

VEG-F 2 

dv > 

E 


du 

(3) K — 1 

「±l 

y/EG~ 

■ F V ) 

_ d 

VEG-F 2 

Ju V 

G 

I 22 / 

dv 


VEG-F 2 


E 


12 


VEG-F 2 


G 


r \ 




(4) 对于曲面上的等温坐标网有 d 5 2 =A 2 (dV+dt； 2 )， 求证： 

K =— p- CClnA)^ +(lnA) w ]; 

(5) 对于曲面上的半测地坐标网（见 § 6.3) 有山 2 = dV+Gck; 2 , 求证: 


K 


d 2 Vg 


Vg du 


7. 如果曲面的第一基本形式是山 2 = 计算第二类克里斯 


U 2 + t /+ C ) 2 


托费尔符号. 


8. 求证第一基本形式是山 2 = ^^^的曲面有常高斯曲率. 

9. 求以 E=l，F=0, G=l, L=-l, M=0, N = 0 为第一、第二基本量 


的曲面. 


10. 证明不存在曲面，使 E=G=1, F=0, L=l, M=0, N=-l 
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§6 曲面上的测地线 


6. 1曲面上曲线的测地曲率 

给出一个曲面 S 

r = r(u ] , u 2 ) , 

( C ) 是曲面上的一条 曲线： 

u a = u a (s) , a = 1 ， 2 ， 

其中 5 是 ( C ) 的自然参数. 

设 P 是 （ c ) 上一点， ft 是 （ C ) 在 P 点的单位切向量， p 是主法 
向量， y 是副法向量.再设/ I 是曲面 s 在 p 点的单位法向量 d 是 
p 与《的夹角（如图2 -28)，则曲面 S 在 P 点的切方向 Cf 上的法 
曲率是 

k n = 々 cos 6 = kp 9 n = r • n. 

则 ct ， e ， n 是彼此正交的单位向量，并且构成一右 

手系. 

定义 曲线 （ C ) 在 P 点的曲率向量够在 s 上的投影（也 
就是在 s 上 p 点的切平面 n 上的投‘影） 

k K = y • £ = kp • s ， 

称为曲线 （ c ) 在 p 点的 测地曲率 . 

由于 

k g = kp • £ = k(p ， n ， a) = k(a X p) • n = ky • n , 

所以有 

k g = ^cos(90° ± d) =士 々 sin 沒 . 

命题 1 k 2 =kl + k 2 „. 

证明 H + € = 々二 ’sin 2 0+/r 2 cos 2 0= 々 L> . 

下面我们给出测地曲率的几何意义 • 

命题 2曲面 S 上的曲线 （ C )， 它在 P 点的测地曲率的绝 
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对值等于 （ C ) 在 P 点的切平面 il 上的正投影曲线 （ c # ) 的 
曲率. 

证明 过 （ C) 的每一点作曲面 S 在点 P 的切平面的垂线，于 
是得一柱面.这柱面和 S 在 P 点的切平面的交线就是 （CT ). (C) 
和 （C # ) 都是柱面上的曲线.在此柱面上应用梅尼埃定理，取 e 为 
柱面上 P 点的法向量（如图2 -28)，柱面上过 P 点的在 （C) 的切 
方向上的法截线是 （CT )，柱面在这方向上的法曲率的绝对值等于 
(C # )在 P 点的曲率.但是这个法曲率又等于 (C) 在 P 点的 曲率々 
乘以 P 与 s 夹角的余弦，即縐 • ^这就是 （C) 在 P 点的测地曲率. 
命题证毕. 



图 2-28 


由此可知曲面上的直线其测地曲率为 0. 

现在我们来推导测地曲率的计算公式.由于 

k R = k(a ， p ， n) = iaykfi.n) = (r,r,n), 




du l 

cb 




du 1 du J 
d5 ds 




dV 

dT" 


2 厂 


k 


du 1 du 


d5 ds 


+ y j Lij 


du 1 du J 
ds 




k 


d/ 


所以 
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k a =(r ， r ， /i) 



du l 

d 5 



dV 

ds 2 




Au l du J 
ds d5 


r k + 




du l du J 
d5 ds 


n 


-d 々 dV 

_ d5 V ds 2 





du l du J 
ds ds 


du 2 (d 2 u l 

d5 \ ds 2 




i du 1 du J 


d5 ds 


(ri ， r 2 ， n ) ， 


由此得到 


心 =^g 


d V 

ds \ d5 2 




du 1 du J 
ds d5 


du 2 /d 2 u l 

ds V d^ 2 



Sr 


i du 1 du J 

lJ ds ds 


以上是测地曲率的一般计算公式. 


对于曲面 r 
中整理后得 

k g =^/g 


Ua ) 上的坐标网为正交网时 ， F = 0, 代人上式 


du d 2 v dv d 


.ds d5 2 ds ds 2 


E v (du\ 
2G\Ts) 


G u /Au\ 2 dv 
G \ds / ds 



G v duIdv\ 2 
2G Ts\Ts 


E u /dM\ 2 dv 
2E\ds) 


Ey du/dv 

E ds V ds 



G u (dv\ 3 - 
2EVd7 / _ 


令曲线的切方向与的夹角 为心即 


又 


dr 


a 


Tu cos ^+-^isin 6 


VE 


VG 


dr 


a 


du , dv 
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比较上面两式，得 


du 

ds 


cos d dv 

Ve y 


sin 6 

Vg 


所以有 


d : 


d 5 2 


sin 6 dd _ E u cos 2 d E v cos dsin 6 
Je 心 


2 E 2 


2 E JEG 


d 


ds 2 


cos Q 
y/G ds 


G M sin dcos 6 G v s \ n 2 6 


2 G VEG 


2 G 2 


由此代人上面 h 的表示式中，整理后得 


k g = 


dd 

ds 

cW 

ds 


E v 


2EVG 


cos 6 + 


Gi 


sin 6 


2 GVE 


1 


VG 


^cos^+- 1 






这个公式称为刘维尔 （ Liouville ) 公式.读者试证明刘维尔公式也 
可写成 

k g = k K cos d k g sin 6 y 

d 5 u v 

其中匕 、匕分别表示 w —曲线和 I ； 一曲线的测地曲率. 


6.2 曲面上的测地线 


定义曲面上的一条曲线，如果它的每一点处的测地曲率为 
零，则称为测地线. 

从此定义直接 推出： 曲面上如果存在直线（如直纹面），则此 
直线一定是测地线. 

命题 3 曲面上非直线的曲线是测地线的充分必要条件是除 
了曲率为零的点以外，曲线的主法线重合于曲面的法线. 

证明因为 h = ± kin 心如果々关0,则 k g = 0 可以推出 0=0 
或 7 T ， 所以 
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P =± n. 

反之， (9=0 或 7 T ， 可以得到 k R = 0 { k ^ 0 ). 

推论如果两曲面沿一曲线相切，并且此曲线是其中一个曲 
面的测地线，那么它也是另一个曲面的测地线. 

证明因为这两个曲面沿这曲线的法线重合，而此曲线的主 
法线只有一条.所以此曲线的主法线同时与两个曲面沿此曲线的 
法线重合. 

实 例：球 面上的大圆一定是测地线.这是因为大圆的主法线 
重合于球面的法线. 

下面我们给岀曲面上测地线的方程.由于 

n • r t = 0 ， I = 1 , 2 , 

所以有 

fi • r, = 0, 

或 


由于 



从而 


聲+ 20》 


du' du J 

d5 ds n 




Ski 


dV 

"dT" 




k 


du 1 du 


ds 


-) 


但是 # = det ( A /)#0, 于是得到测地线的方程 


dV 

ds 2 




k du 1 du J 

tJ "d7 "d7 


0，々 =1，2 


由上一小节介绍的刘维尔公式也可以得到曲面上 
的坐标网为正交网时，曲面上测地线的方程. 

它是一个含三个变量和自变量 s 的一阶微分方程组 
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竽 = + ¥ cos 卜」^ ¥ si “， 

ds 2^G dv 2 /E du 


du _ 1 
d * s ' /E 

dv _ 1 

ds Vg 

给出初始条件 


COS d^ 


sin 0 , 


u ( s 0 ) = w 0 ， v ( s 0 ) = v 0 ， 0 ( s 0 ) = d 0 . 


时，有惟一的解 


u 


u ( s) ， v = v ( s ), 6 = d ( s ). 


例曲面的第一基本形式为 I = E ( u ) du 2 + G ( u ) dv 2 
求证： （ 1 ) w 曲线是测 地线； 

(2) I ； —曲线为测地线，当且仅当 G m U )= 0 . 

证明 

( 1 ) w — 曲线的方程为 ch ;= 0 .由 


dv _ 1 

~ ■■ —— 

ds Vg 


sin d = 0 


得到 


sin d = Q ， 


所以 


d = 0 . 


代入刘维尔公式得 


k 


do 

ds 


1 ^ cos 奸 — sin 卜 0 


Vg 


Ve 


因此得到〃_曲线是测地线. 




( 2 ) 若曲线为测地线，由 0 =|得^ = 0 ,则有 

0 = 0 + 0 + sin 9 , 


/E du 


即 
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G u = 0. 


由上一小节中测地曲率的公式可以 推出： 满足方程 


d 2 u k , V 卜化 

山 2 丁 iJ ds ds 


= Oj k = 


1,2 


的曲线都是测地线，给出初始 条件: 

s = s 0 u k = Uo , 


du k 

d5 



也就是给出曲面上一点和一个切方向.根据常微分方程理论，存 
在惟 一一 条曲线 ( C ): 

u k = u k {s) 


过已知点 r ( w 1 u ), M 2 ( 5。））， 并且切于给定的方向 

((寄)。，(苦)。).于删: 

定理 过曲面上任一点，给定一个曲面的切方向，则存在惟一 
一条测地线切于此方向. 

在 §6.4 中我们将要证明，曲面上的测地线也就是曲面上的 
短程线. 


6.3 曲面上的半测地坐标网 


定义 曲面上的一个坐标网，其中一族是测地线，另一族是这 
族测地线的正交轨线，则这个坐标网称为半 测地坐标网. 

实例： 平面上的极坐标系，一族坐标曲线是从原点出发的射 
线，这是平面上的测 地线； 另一族坐标曲线是以原点为心的同心 
圆，它们是上述测地线的正交轨线.因此半测地坐标网是平面1: 
极坐标网在曲面上的推广. 

命题4 给出曲面上一条曲线，则总存在一个半测地坐标网， 
它的非测地坐标曲线族中包含给定的一条曲线. 

证明 根据§ 6.2 中的定理，过曲面上给定的曲线 （ C ) 的每一 
点，沿着 （ C )， 在切平面上对于垂直于 （ C ) 的切线的方向，存在曲面 
的惟 一一 条测地线，于是得到与 （ C ) 正交的测地曲线族.然后，再 
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作这一族测地线的正交轨线，它必定包含了给定的曲线. 

现在我们讨论，当在曲面上取半测地坐标网时，曲面的第一基 
本形式将是怎样的. 

首先，由于坐标网是正交的，因而 F =0, 于是 

ds 2 = Edu 2 + Gdv 2 . 

这时 



Eu p2 _ 

2 E ， 1 11 

厂 1 - 

2 G ’ 厂 12 

E v 

2£， 

r i — 

2G 9 F22 

_ G - 厂 2 _ 

2 E ' Fn 

G v 

1G 


设 m —曲线是测地线，则常数（即 V = 常数）应满足测地线 


方程 

u 2 + ^rj k u^u k = o , 

j ， k 

所以 



r 2 n — 1 Ev - 0 , 


2 G 

因而 

E v = 0, 

于是 



E = cpU) >0 (£：>0,因为第一基本形式是正定 的）. 

在曲面上引进新的参数 S ， 使得 


从而 


dw = v (p(u) duj 


ds 2 = du 2 + G(iijv)dv 2 . 

参数 & 的几何意义如 下：在 测地线常数上，两条正交轨线 


泛 = Cl 和 U = c 2 之间测地线的长度 = | Cl —Q | ，因为在此曲线上有 


心 2 =肢 2 ,所以 s 




V 2 f 


s = 


du 

■ ― 

C\ — C 2 \ 


% 

c \ 

i 


设确定半测地坐标网的曲线 （ C ) 的参数表示式是 S = u Q ， 在曲 
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面上引进新的参数 h 使得 


dv = \ G ( w 0 , v ) dt / (EG 〉 0,因为 E 〉 0,所以 G 〉0) 
于是曲面的第一基本形式可以改写成 

d5 2 = du 1 + G( ujv)dv 2 , 


其中 G ( iZ ， 否） = GU ， v ( v )). 

参数石的几何意义 如下： 在曲线 （ C)U 


u 0 


) 上， d . s 2 


G ( u 0 , i ) ch ; 2 = d ^， 所以6(叫，幻=1，并且（0上界于两测地线 
V = d\ 和 5=(^2 之间的弧长 = I A — I . 

如果我们进一步选 （ C ) 是一条测地线5=%，由测地线的方程 


U 


^r) k u j u k = 0 


知 


n 


22 


u 


U 0 


0 


从而 


G u ( u 0 9 v ) = 0. 

小结： 取曲面上一条测地线 （ C ) 为 I ；— 曲线 ： m 


w 。 ，再取与 


( C ) 正交的测地线族为〃一曲线，另取这测地线族的正交轨线为 
T ； 一曲线，则得一半测地坐标网.对于这个坐标网而言，曲面的第 


基本形式可以简化为 


d . s 2 = du 2 + Gdv 2 , 


其中 GUa ) 满足条件 


G ( w 0 9 v ) = 1, G u ( u 0 


0 . 


参数 u 和 p 的几何意 义是： 在测地线族（即曲线或常 
数）上，介于 p —曲线“ 和 u = c 2 之间的弧长为 Iq — c , I ;在测 
地线 （ C ) ( w = w 。） 上介于曲线和 v = d 2 之间的弧长 
为 \ d 2 — d A | . 

6.4 曲面上测地线的短程性 

利用曲面上的半测地坐标网容易证明测地线的短程性，即在 
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适当的小范围内联结任意两点的测地线是最短线，所以测地线又 
称为短程线. 

定理若给出曲面上充分 
小邻域内的两点 P 和 Q ， 则过 
P ， Q 两点在小邻域内的测地线 
段是联结 P ， Q 两点的曲面上 
的曲线中弧长最短的曲线. 

证明如图2 - 29所示， 

设 （ C ) 是曲面上联结 P ， Q 两点 
的一条测地线.在曲面上选取 
半测地坐标网，使曲面上包含 
( C ) 在内的一测地线族为 W —曲线，它们的正交轨线为^ 一 曲线. 
根据上述结果，曲面的第一基本形式为 

d . s 2 = du 2 + Gdv 2 . 

不妨设曲线 （ C ) 的方程为 P 和 Q 的坐标分别为 （ Wl ，0) 

和（心，0)(〜<仏），于是，沿测地线（0由 P 到 Q 的弧长为 

，—< 

5( PQ ) I (C) = u 2 — Ui. 

又在这个小邻域内联结 P 和 Q 的任意曲线 （£) 的方程设为 

V = v(u ) ， 



于是沿曲线（£)，由 P 到 Q 的弧长为 


KPQ )|( C ) 



而 




而且只有当 t / = 0 时，上式中的等号成立，但 i /=0 即常数 


U — 曲线），这表示 （£) 与 （ C ) 重合.这就证明了 （ C ) 是联结 P，Q 
的最短线. 
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需要说明的是如果不限制在一充分小的曲面片上，这个定 
理的结论不一定正确.例如在球面上，如果两点不是一条直径 
的两端，连结它们的大圆弧（测地线）有两条，这两条大圆弧一长 
一短，短的是最短线，长的不是.但是如果只取球面上不含有任 
何同一条直径的两个端点的一部分，则上述定理的结论是正 
确的. 

上述定理也可以利用变分法的理论来证明. 

设曲面上的曲线 （ C ): 

= W ， (5) 

通过 P 和 Q 两点. P 和 Q 对应的参数 值是〜 和&，过这两点邻近 


(c) 的曲线是 (£): 

u l = u l ( 5 ) + eco'(s ) , 

其中 e 是充分小的量，并且 7 ^'( 5 ! ) =^ ( 52 )= 0 . 
沿曲线 （ C) 在 PQ 间的弧长为 



、 I Au { Au 1 

.s 1 ^l giJ d7 "d7 



(p(u l f u 2 


jii 2 )ds. 


沿曲线 （ t) 的 PQ 间的弧长为 


?(e) = <p(u l + ew l ， m 2 + e^v 2 ^ii l + enb 1 , u 2 + ezi 2 )dsj 

当 e= 0 时，？ ( 0 )= 5 , 要使 （ C) 是曲线族 （ £) 中弧长最短的曲线，必 
须有 

ds(e) n 

—] — =0， 

乜 £ r=0 


即 
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根据分部积分 





s i diC 


m$ 2 d(p 

du { 


d(w l ) 


2 


d(p 

die 


5 2 


5 1 


-s 


s 2 


T£/d 


d(p 

die 


但是 (5! ) = Tt / (5 2 ) = 0 ， 因此有 




、2 dep 
s i dll 1 


w l ds 


s 2 


s \ 




dsKd ^ 


ds 


于是得 


5 2 


S 1 




a<p _ A (^2. 

du { dsXdu' 


ds = 0 


因为函数 u / 是任意的，于是得到欧拉 （ Euler ) 方程 




dsXdu' I du { 


= 0 , i = 1 ， 2 . 


由于 


9 




u J j 


3 (p 


ZjSij^ J 




ail 1 V gijU l u J 




Sii 



Xgrj du'du J 

~~ d ? """" 


3cp 

du l 





2 


2 ^ u } u k 


u 


du l 


于是欧拉方程简化成 

2 


d gij 

d u k 


u k u J 


d gjk 

2 




0 
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由于 


所以 


i 



^gur l Jk u j u 

i ， i，k 




\ ' ^ Sij • j • k 1 \ 、 ^ Sjk • j • k 
= ^ u u 
因此欧拉方程又可以写成 

^gu {u l + ^r l Jk u j u k )= 0 , 

l hk 

因为 g = det (心） #0, 上式等价于 

u l + ^r l ]k u J u k =0,1= 1 , 2 , 

这就是测地线方程，所以短程线 （ c ) 就是测地线. 


6. 5 高斯-波涅 （ Gauss - Bonnet ) 公式 


在平面几何中我们知道三角形的三内角之和为180°，如何把 
这个结论推广到曲面上，这是我们在这里所要解决的问题. 

在曲面 S 上给岀一个由 々条 光滑曲线段所围成的曲线多边形 
(如图2-30)，它围成了一个单连通曲面域 G . 多边形是 G 的边 
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图 2-30 



缘，记为设曲面 S 的高斯曲率和测地曲率分别为 K 和心，曲 
面的面积元素和弧长元素分別 为如和 d 5 , 则有以下公式成立. 

高斯-波涅公式 

f%/% r\ 是 

K dcj + Ok K ds + 2 (7 r — a ,) = 2 tt ， 

G 3G i = 1 

其中是 aG 的第 f 个内角的角度， TT 一 a, 是外角的角度. 

以下证明此公式成立. 

在曲面 S 上引进半测地坐标网，有 

d 5 2 = du 2 + Gdv 2 , 



又由本节末的习题第13题知 



rh 


2 G - 


k K ds = d 



+ (VG) u dv, 


于是得 


3G 3G 




cbd 


JG 


arctan 


( Vg 


dv 

du 


(2.77) 


根据格林公式 


d)P (u ^v)du + Q ( u ^v)dv 


clQ_3P 

c)u c)v 


dudv 


r ?(； 


G 


命 P = 0， Q =—( v ^) M ， 有 


() — (y/G) u dv = — (^/G) uu dudv. 

%/ %/c 

dG G 

但是 


d(j = ^/Gdud 


v 


并且由 § 5 的习题知，在半测地坐标网中高斯曲率 K 的公式是 
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K __ (VG)uu 

y/G 

所以 （2. 77) 式的第二个积分是 

() — (y/G) u dv = Kda. 

3G G 

现在我们讨论 (2. 77) 中的第三个积分.设 aG 的切向量 a 和^一曲 
线的切向量 /*„ 的夹角为&由于在半测地坐标网中/ *„ 是单位向 
量，所以有 


cos 汐 = a • r “ 


dr 

ds 



r u du + r v dv 
ds 



du 



sind =± vl — cos 2 汐 =± A /1 — 


du 

ds 


2 




士崎 


那么 


tanO 


sind 

cosd 




dv 

d 5 


du 

ds 


士 


dv 

du 


其中所以产生正负号的原因是由于沿积分时有两种不同的方 
向，不过如果我们采取逆时针方向时，可只取正号，即 


6 = arctanf \/G 


dv 


du 


或 tanO = \[G 


dv 

du 


这样， （2. 77) 可简化为 

Ok K ds + Kda = Odd. 

C/ %/ 

SG G 30 

易知绕—周后， 0 的增量是 2 tt ， 但这个增量并不完全由上式中 
的第三个积分产生的，其中每一个外角是自然存在的增量， 
所以 


^)d(9 = 2 tt—(tt — ai) — (7r 

SG 


于是 (2. 77) 就变成所求的公式 


02 ) — ••• — (兀 — ak ) y 
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Kda + Ok H ds + ( tt — a,) = 2n. 

G 3G 间 

推论 

1. 如果 3 G 是一条光滑曲线，则有 

Kdff -\- Ok g ds = 2tt. 

G dG 

2. 如果是由测地线组成，则有 


k 


Kdcr + 2( 兀一以 ） = 2 丌 . 


G 


3. 如果是一个测地三角形，即三条测地线所围成的三角 


形，则有 


K da = 2 tc 一 (tt 一 a\ ) 一 (tc 一 ) 一 (xc 


a 3 


S( A) — 7 T ， 


G 


其中 S ( A ) =ai + a 2 + 03 表 7 K 三内角之和. 


6.6 曲面上向量的平行移动 

一、 曲面上的向量及其平行移动 

曲面上的向量，指的是曲面上给定点处切于此曲面的向量. 
如果从曲面的一点到另外一点平行移动一向量，那么，一般来说平 
行移动后的向量的方向与切平面成一角度，因而不能认为是曲面 
上的向量.我们在这里建立曲面上向量的平行移动的概念. 

设沿曲面 S 上一曲线 （ C ) 

= M ’⑴ (Z= 1,2) 

的点，给出一向量 fl ( r )， 它在点 M ⑴处切于曲面，且沿此曲 
线给出一向量场.当向量从点 M 移动（按通常意义的移动）到 
邻近点 M ' 时得到增量，其主要部分等于微分 dfl . 从点 M 引 
fl + ck , 那么一般来说，这个向量不在点 M 的切平面上.因此它不 
再是曲面在 M 的切向量，我们把它分解为在切平面上的和沿曲面 
法线方向的两个支量（如图 2-31). 
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图 2-31 


沿法线方向的支量为 

[w • (a + da ) ]/!. 

因为 a 在点 M 处切于曲面，所以 n • a = 0, 因而向量 a + dfl 

沿法线方向的支量可由下式 表示： 

(n • da ) w . 

从 fl + da 减去它在法线方向的支量，我们得到切线支量，记为 
( a + dfl ),， 则有 

(a + da ), = a + da — (w • da )/ i , 

这是从 a + da 到点 M 处的切平面上的投影向量. 

我们把点 M 处的向量 （a + da ) f 和向量 a 的差称为向量从 
点 M 沿曲线 （ C ) 移动到点 iVT 的绝对微分，用 Dcz 来 表示： 

Da = da — (n • da ) rt . (2. 78) 

由以上看出，当向量从点 M 沿曲线 （ C ) 移动到点 AT 时，向量 
a 的绝对微分 Da 等于把它的通常微分 ck 投影到点 M 处的切平 
面上的部分，因此在点 M 处向量 a 的绝对微分仍然是一个在 
点 M 处切于曲面的向量. 

当 Dfl = 0 时，表示向量 a 从点 M 沿 （ C ) 的方向移动到点 iVT 
时，微分 da 沿法线 n 的方向，换句话说，把向量 a + da 投影到点 
M 的切平面上时，我们得到向量 a . 这时，我们称向量 a + da 是向 
• 162 • 



量 a 从点 M 沿 （ C ) 的方向到邻近点 iVT 经过平行移动而得到的 
向量. 

因为这样所定义的平行移动概念与所选取的曲线 u ^ u ^ Ct ) 
有关，因此 a 与 fl + ck 称为沿曲线⑴在列维-奇维塔 （ Levi - 
Civita ) 意义下的平行向量，即称向量 fl + ck 与 d 沿曲线 W = V (/) 
是列维-奇维塔平行移动. 

特别地，在平面上向量的列维-奇维塔平行移动和通常意义下 
的平行移动一致，这是由于在平面上 da = Da . 

现在我们导出绝对微分的分析表达式，从而可以得到平行移 
动的分析条件.设沿所考虑的曲线（0,在曲线上每一个点，向量 
a ( f ) 的坐标是 a 1 ( i )， a 2 (〖），即 

a = a 1 rj + a 2 r 2 » 

其中 /*,， r 2 ，取为曲面上在同一点〖的切平面上的坐标向量. 

先计算 da : 

da = da 1 r 1 + da 2 r 2 + a 1 ( r u dw 1 十 r i 2 du 2 ) + 
a 2 ( r 2 \ du l + r 22 dw 2 ), 

利用高斯方程，则有 
da = da l ri + da 2 r 2 + 

a 1 { (厂 ii + r 2 n r 2 ) dM 1 +( r { 2 r 1 + r \ 2 r 2 ) du 2 } + 

a 2 { (Thn + r ^ r 2 ) dw 1 +( r ^ 2 r 1 + r 2 22 r 2 ) du 2 }+(*)”， 

这里没有写出的各项包含向量 / i 且组成向量 dti 的法 线支董 •去 
掉 da 的法线支量后，所得到的就是 Da ， 把上式中的各项加以整 
理，即得 

Da = r } ( da 1 + r \\ a ] dw 1 + du 2 + rhci 2 

r l 22Ci ： du 2 )+ r 2 ( da 2 + r 2 \\ a ] dw 1 + r ? 2 «' dw 2 + 
rLVdw 1 十 ri 2 a 2 dM 2 ). 

若 Dfl 的坐标以 Da 1 , Da 2 来表示，即 

Da = r ! Da 1 + r 2 Da 2 , 

则得到 
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(2.79) 


Da 1 = da 1 + r l ^ a a du p , 

a*^= 1 
2 

Da 2 = da 2 + ^ r ^ du ^, 

at(i= 1 

这就是绝对微分的表达式. 

恃别地，若向量 fl 作平行移动，则 D fl = 0, 或即 Da J = Da 2 =0. 
从而我们得到向量由点 M 沿着方向 （ dd ， d W 2 ) 平行移动到邻近 
点的分析表 达式： 


da ] =— r l ^a a du^ 

o*fl= 1 

2 (2.80) 
da 2 =— 2 r^a a dw /? . 

o • 召 =1 

这个条件表示，在平行移动下，向量 a 的坐标的微分可用它在点 
M 处的坐标^和在点 M 的 rt 以及对应于从点 M 到点 AT 的 

微小位移的坐标微分 di / 1 , du 2 来表达. 

二、平行移动的性质 

以上我们只在微小范围内考虑曲面上的平行移动.现在把这 
个沿已知曲线作微小移动引用到有限部分的情形. 

设在曲面上一条已知曲线 （ C ): 

u i = u { (t ) , 

它的起点 d (0)， w 2 (0) 处作出曲面上的某一个向量 flu ，如果在曲 
线 （ C ) 的某一点/处作出曲面上的向量 £1(/)( 如图2-32)，使得当 
由点/移动到点 /+ d / 时，向量 a + dcz 是向量 a 由平行移动而得到 
的向董；且在起点 r = 0 的向量合于〜.我们说，向沿曲线 
( C ) 的平行移动是实现了.换句话说，向量函数 cz (/) 的坐标 a 1 。）， 
V (/) 在从点/到〖十出的移动下，满足平行移动的条件 （2. 80); 以 
dz 除之，则函数 iCr )， 〆 ⑴必须满足下列微分 方程: 
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(2. 81) 


由此我们可以看到， a 1 ， a 2 关于 r 的导数是 a 1 W 本身的线性 
函数；这时， a 1 的系数是 Z 的已知函数.此外，当 t = 0 时•所求 
的函数 J 必取初始值 d ，即向量％的坐标.因此微分方程 
组 （2. 81) 的解是惟一存在的.总之，沿已知的曲面曲 
线 （ C ) 的平行移动总可以惟一地实现. 

现在，导岀在曲面上平行移动的一个很重要而旦与普通意义 
下的平行移动相仿的性质. 

若在起点 M (〖 = 0) 给定许多个切于曲面的向置，然后使这些 
向量沿一条曲面曲线平行移动，则这些向量的长度及它们之间的 
夹角都保持不变. 

为了导出这个结论，我们先求出沿曲面平行移动的向量的作 
图法.为此，沿某一曲面曲线 （ C ) 作岀曲面的切平面，它们的包络 


是一可展曲面.若在 （ C ) 上各个点作切于曲面的诸向量 ( iU )， 则这 


些向量和曲线 （ C ) 也在可展曲面上.把可展曲面展为平面，曲线 


( C ) 展为平面上的曲线 （ C 。）， 而向量 a 变为平面上的向量 a Q . 因 
可展曲面的切平面也是原曲面的切平面，由平行移动的定义知，向 
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量 fl 沿一曲线 （ C ) 的平行移动仅与沿曲线 （ C ) 的曲面的切平面的 
位置有关，所以当且仅当该向量为沿 （ C ) 的可展曲面上的平行移 
动时，向量 fl 在原曲面上为沿曲线 （ C ) 的平行移动.另一方面，当 
展为平面时，平行移动的向量仍为平行移动的向量.因此，我们得 
到下列 结论： 

向量沿一条已知曲面曲线 （ o 平行移动的充要条件是沿 （ C ) 
所作的切平面的包络面所得可展曲面展开在平面上时，所得到的 
向量在平面上为平行移动. 

由此，我们得岀沿曲面曲线平行移动的向量的作 图法： 若在曲 
面曲线 ( C ) 上一点 M 给定一个向量 a (如图 2- 33)，使其沿 （ C ) 平 
行移动到一点只要把 （ C ) 用以上方法展为平面曲线 （ C 。）， 在 
点 取对应于《的向量心. 在点 M : 作按通常意义下的平行移 
动到的向量％，把这个平面图形施行扭曲变形使回到原曲 
面上来，则在 M ' 点对应于 处的… 的向量就是所求的 
向量. 



因为向量的长度与夹角对于展为平面的等距变换是不变的， 
所以由普通平行移动的性质 推出： 

在任一曲面曲线 （ C ) 上切于曲面的诸向量沿 （ C ) 平行移动时， 
这些向量的长度以及它们之间的夹角都保持不变. 

现在我们从曲面上平行移动的观点来看测地线. 

假定曲面曲线 ( C ) 的方程为 V = 其中5为 （ C ) 的弧长.设 
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曲线 ( c ) 的切向量沿 （ C ) 平行移动，以 


du l 

ds 


dw 2 

"d7 


ci 2 


代入 （2. 81)( 注意，这时 （2. 81) 中的参数〖换成 s )， 则变为方程 


"d?" 


+ 2厂 


du' dw 


ds d5 


0 ， ijj jk = 1,2 


这是测地线的微分方程，反过来也成立.总之，曲线 （ C ) 为测地线 
的充要条件是它的切向量在列维-奇维塔平行移动的意义下沿 
( C ) 是互相平行的. 

测地线的这个性质跟普通空间中（或平面上)’的直线的性质是 
相仿的.因为直线有固定的方向，也就是在直线上任何一点沿直线 


的向量总跟这条直线是同方向的. 

根据测地线的上述性质，如果要沿测地线平行移动一个长度 
一定的向量，只要把这个向量与已知测地线在移动过程中保持交 
于一个定角就可以得到.显然，直线也有这个相仿的性质. 


6.7 极小曲面 


现在我们讨论平均曲率 H = 0 的曲面.先考虑以下极值 
问题： 

设 （ C ) 是一空间光滑闭曲线， S 是过 （ C ) 的一曲面，它的参数 
表亦是 

jc a = jc ° (“ 1 ，“‘）， a = l ，2,3. 

给定尸 和^(^=1，2,3，/=1,2)的函数考虑 

积分 

其中 U 是 S 中 （ C ) 所包围的曲面区域. 

现在问过曲线 （ C ) 的曲面 S 满足什么条件才使积分 I 取局 
部极小值？ 

考虑过曲线 （ C ) 的与 S 邻近的曲面 
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s ： 


:r a ( m 1 ， “ 2 ) + ew a (u l ， w 2 ) ， 


其中 W 是沿曲线 （ c ) 为零的 cr 类函数. 

设 5 上由曲线 （ c ) 所包围的曲面区域是则有积分 


L + 


dx a 


du 


du l du 2 5 


V 


1,2,3 ； i = 1,2. 


由于 I =min T ，所以 


d7 


0 


或 


刃( 


dL 


+ 2 


dL dvd 


c)x a i du 


dw 1 du 2 = 0 


(2.82) 


其中 




上式又能改写成 


E 


J^ a 






d / dL 


du x V^JT ： 


du 1 du 2 + 


SE 


(1 f w a — IdaMw 2 - 0. 


du ： 




根据格林公式 


dQ dP 
du} du 2 


du 1 du 2 


(2.82) 


PCu 1 ju 2 )du l + Q(u l ^ u 2 )du 2 


所以有 




d 


.a 


dL 


c)u 


)+ 


d 


/ du 2 


dL 


dw 1 du 2 


S 


dL 


du ] + 


⑼ 2 . 


因为 UP 沿曲线 （ C) 为零，所以上述积分为零，又因为函数 W 是任 
意的，所以极值条件 （ 2 . 82) 或 （ 2. 82 /转化成 
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这就是使积分 I 取局部极小值的条件，又称为欧拉方程. 

现在我们希望寻找使 （ C ) 所包围的曲面区域 L ； 的面积为极小 
的曲面 S ， 这种曲面也称为极小曲面. 

这时积分 I 就是曲面域 S 上曲线 （ C ) 所包围的区域的面积 


A = \fgdu l du 2 j 

U 

其中 ^ = ^ 11 ^ 22 —^ 12 . 


因为，所以欧拉方程变成 





0, 


1 ， 2,3 


1 , 2 . 


根据定义 


gij 


=^ 。 = 2 

a 


dx a dx a 
^ du J 



1 ， 2 ， 3 ; fj = 1 ， 2 ， 


所以有 


因而 





1 d g d Sik 

2 Vg 7 dx ^ 


^gij ,J ) 

i 关 i J 

a = 1 ， 2,3; z’，j , 々 =1 ， 2. 







d 2 x ° - 

^7^7- 



2 



d 


du ' du ^ 


Y ] r k Jt x ： k ) 
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= 2 ， 

a = 1，2,3; i ， j，k = 1，2, 

其中/|=(〃 1 ，/2 2 ，；2 3 )是曲面5 的单位法向 M ， 最后一等式得自曲 


面论的高斯方程〜又因 = ^ 不 

含/，所以 


d y/g 
dx a 



而平均曲率 H = j ^ g ij L lj 9 因此面积 A 为极小的欧拉方程简 
化成 ，’ 

H = 0. 


于是得到 

定理 对于过空间光滑闭曲线 （ C ) 的曲面 S 来说，如果 （ C ) 所 
包围的曲面面积最小，则曲面 S 的平均曲率恒等于零.换言之，极 
小曲面的平均曲率为零. 

附 记：定 理中提岀的极小曲面问题在1866年由 J . Plateau 提 
出，又称为 Plateau 问题.1930年 J . Douglas 和 T . Rado 分别独 

立地证明了解的存在性，不过他们的解中可能有孤立奇点，到了 
1970年， R . Osserman 证明了 Plateau 问题的解没有奇点. 


j 习 题 | 

1. 求正交网的坐标曲线的测地曲率. 

2. 证明球面 r = { acos mcos isacos wsin z;，asin w } 上曲线的测地曲率々 < = 

其中 e 表示曲线与经线的交角. 

as as 

3. 求位于半径为 K 的球面上半径为 a 的圆的测地曲率. 

4. 求位于正螺面 x = ucos v^y=usin i;，z = ai ; 上的圆柱螺线 :r = w 0 cos v, 
3 ；= M 0 sin v ， z = av ( M Q = 常数）的测地 曲率. 
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5. 设曲面 S 上曲率线 （ C )，（ C ) 上的点 P 不是 S 的拋物点.证明 （ C ) 在 
点 P 的测地曲率的绝对值等于在 S 的球面映射下的像在对应点的测地 
曲率与 （ C ) 在点 P 的法曲率之积的绝对值. 

6. 若曲面 S : r = r ( M ， v ) 上曲线 （ C ) : m = m ⑴ , v = v { t ) ,t 为曲线 （ C ) 上任 
意参数，试导出测地曲率^的计算公式. 

7. 求证旋转面的子午线是测地线，而平行圆 W 当子午线的切线平行于 
旋转轴时才是测地线. 

8. 求证： 

(1) 如果测地线同时为渐近线，则它是一 直线； 

(2) 如果测地线同时为曲率线，则它是一平面曲线。 

9. 已知曲面的第一基本形式 I =iKd M 2 +cb 2 )， 证明它上面的测地线是 
心平面上的拋物线. 

10. 求正螺面 r = { mcos - y , Msin } 上的测地线. 

11. 利用刘维尔公式证明：（1)平面上的测地线为 直线； （2) 圆柱面上的 
测地线为圆柱螺线. 

12. 证 明：若 曲面上非直线的所有测地线均为平面曲线，则它必为曲率线. 

13. 如果在曲面上引进半测地坐 标网： 

d/ =dw 2 ^-Gd-y 2 . 


求证: 




arctan 


«:)] 


d \J G 

du 


dv. 


14. 给出曲面的第一基本形式是 


d5 2 = du 2 + G( w ， 幻 ) dv 2 , 

如果此曲面上的测地线与〃一曲线的夹角为 a 时，求证 


da 

dv 


3^/G 

du 


15. 证明 ：若曲 面上有两族测地线的夹角为定角，则曲面是可展曲面. 

16. 求半径为尺的球面上测地三角形三内角之和. 

17. 利用高斯-波涅公式 证明： 若曲面 S 上存在两族夹角为定角的测地 
线，则它的高斯曲率处处为零. 

18. 若曲面 S 的高斯曲率处处小于零，则曲面 S 上不存在围成单连通区 
域的光滑的闭测地线. 
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19. 设 flJ 是沿曲面上曲线 （ C ) 的向量场， / 是定义在 （ C ) 上的数量函 
数，证明下列绝对微分的运算 性质： 

(1) D ( a + fe ) = Da + D ^； 

(2) D (/ a ) = d / a - f / Da ； 

(3) d(a • b ) = Da • b+a • Db . 

20. 设 AW 是沿曲面上曲线 （ C):r = rG ) 的两个平行向量场，证明 
a - 常数.并由此证明当曲面上一点处二向量沿曲面上曲线作列维-奇维 
塔平行移动时，它们的长度和夹角不变. 

§7 常高斯曲率的曲面 

7.1 常高斯曲率的曲面 

在曲面 S 

r = r ( u 9 v ) 

上选一条测地线作为 r 一曲线^= 0 ;再取与它正交的测地线族作 
为曲线，测地线族的正交轨线作为 P —曲线，对于这样的半测 

地坐标网，曲面的第一基本形式简化为 

I = du 2 + G ( u 9 v ) dv 2 9 
其中 G (0 — \ ^ G u (0 9 v ) = 0. 

根据 § 5 的习题知，对于半测地坐标网来说，曲面的高斯曲 

率是 

K = _J_3_WG 

现在设曲面 S 的高斯曲率是常数，即 K = 常数，则得微分方程 

3 -^+ k^g = 0 . 

根据初始条件: G(0 = \ y G u (0 9 v ) = 0 ,我们可以按以下不 

同情形求岀这个微分方程的解. 

( 1 ) 正常数高斯曲率的曲面 （ K > 0 )， 此时 
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\[G = A(tOcos \fKu + B ( v ) s'm ^Ku 


根据初始条件 乂(^) = 1，5(1；)=0，有 


I = dw 2 + cos 2 y/Ku dv 2 . 

实 例：考 虑球心在原点，半径为尺的球面.取赤道为最初给定 
的测地线，则所有经线是与赤道正交的测地线，所有纬线是这测地 
线族的正交轨线，因此球面上的经线和纬线构成半测地坐标网. 
设球面上点的经度为心纬度为 W 则球面的参数表示是 

X = Rcos UCOS V, 

= Rcos z/siri v 9 
、z = Rsin uy 

ds 2 = dr 2 + dy 2 + dz 2 = R 2 du 2 + R 2 cos 2 udv 2 . 

在球面上重新选择参数，命 

u = RuyV = Rv 9 

于是 


高斯曲率 



du 2 -)- cos 2 音 dv 2 • 



1 d 2 = _ 

—— 





R 2 ' 


于是得到 


I = du 2 + cos 2 ( ^/Ku ) dv 2 , 

因此正常数高斯曲率的曲面的第一基本形式与球面相同. 

(2) fC = 0 ，从而有 v ^ = 1，因此 

I = du 2 + dv z , 

所以零高斯曲率的曲面（可展曲面）的第一基本形式与平面相同. 

(3) 负常数高斯曲率的曲面 ( K <0)， 此时 

I = dw 2 + cosh 2 ( y— Ku ) d 。 2 ， 

这种情形我们在下一小节中再详细讨论. 
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7.2 伪球面 

现在我们构造一种负常数高斯曲率的曲面. 

我们首先定义 ttrz 平面上的曳物线 （ tractrix ) 如下： 

定义设曲线 （ C ) 上任意一点的切线上介于切点和 z 轴之间 
的线段始终保持定长 a ，则此曲线称为曳物线. z 轴称为曳物线的 
渐近线. 

下面我们来推导曳物线的方程，设它的参数表示为 

X = XU) yZ=z(t ) , 


曲线上一点 P ( x ， z ) 的切线上点的坐标是 U + + ，其 


中 a 是参数.如果这点在 z 轴上，则 

-r + a^ = 0,BPa 
at 




x 


dr 

d ， 


所以曲线在点的切线与^轴的交点 Q 的坐标是 


x 


0，z 


dz 

dt 


dx 

dt 


因为 | PQ |=〜 所以 


x 2 + x 2 


dz 

dt_ 

dx 


a 2 , 


由此得出 


dz =± W ~ X -- djc . 


x 


如果令 x = as\n /，则 


ck = ± 


acos t 
a sin t 


• acos tdt =i a 


卜 
sin t 


士 


a 


sin 


wsin t Id / 
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所以 



如果把上述曳物线绕 Z 轴旋转，所得的旋转面称为伪球面（如图 
2-34)，它的参数表示是 



x = asin fcos 汐， 
y = asin /sin 6^ 


士 a (In tan — -- 


COwS t 



下面我们来计算伪球面的第一基本形式，并证明它的高斯曲 
率是负常数. 

工= d / = cLr 2 + djy 2 + dz 2 

=(“cos /cos ddt — asin tsin ddO ) 2 + 

• • / 1 • \ 2 
(acos /sin ddt + asin，cos Odd ) 2 + a 2 ( ———— sin t ) At 2 

VwSin t ) 
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a 2 cos 2 t dt 2 + a 2 sin 2 tdO 2 + 


sin 2 t 


— 2 a 2 + a 2 sin 2 t ) d / 2 ， 


由此得到 


I = a 2 cot 2 tdt 2 + a 2 sin 2 tdd 2 . 


改变曲面的参数，命 




aln sin t ， v = d ， 


于是，有 


du = a cot tdt ^ sin t = e : ， 


所以伪球面的第一基本形式是 


I == dw J + a 2 e"^ di / ， 


因此对于参数 Ua ) 的坐标网是半测地坐标网，曲线常数) 
是测地线族. 

伪球面的高斯曲率是 



丄 32 芯 




下面我们要把伪球面经过保角变换映到平面上，并讨论经过 
保角变换后，伪球面上的测地线对应平面上的什么曲线？为此，我 
们再改变伪球面的参数. 

命 

n，：y = e —“ /u ， 

于是 Av=AxyAu = — 

y 

伪球面的第一基本形式又可改写成 

d,s 2 = ~ ( dr 2 + d ： y 2 ) ， 

: y 

因此从曲面上的点 Ua ) 到平面上的点 （ xo ) 的映射是一保角 
变换. 

对于伪球面上的新参数和上述第一基本形式，我们来 
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计算一下测地线的公式 


5 ? + = 0 ， • 

其中 

u} == x 9 u 2 ~ y* 

厂 il =0， 厂!2 = 厂》1 = — l /« y ， i ~*22 = 0 ? 

r 2 n = i/y, r ? 2 =rh =o, r\ 2 =—\/y^ 

所以测地线的方程是 


从第一式得到 



组= 0, 



即 


•• o • • 

王 _ Zxy 
~2 F" 

: y y 



所以 


从第二式得到 


即 



^= ay 2 ( a 为常 数). 

吾十卜， 



把4 = 4代入上式，得到 

y x 

(f) +ai = 0, 

于是有 
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因为 


所以有 


或 


+ (戸为常数）. 


ax + 々） 5 , 


P = y/i = 

dx ay 



积分后得到 


(ax~ fi)dj ： + aydy = 0 ^ 


Y aJ：2 — 和 ^~ Y ay2 = 7 = 常 数)， 


把上式整理后，最后得到形如 

(x — c) 2 +y =r 2 

的方程.这是 Qry 平面上圆心在 I 轴上的圆的方程.于是得到 
命题若通过伪球面的第一基本形式 

I = ^2 (dx 2 + dy 2 ) * 

: y 

把它经过保角变换映到平面上，则伪球面上的测地线对应于圆心 
在轴上的圆. 

下面我们仅考虑 Qry 平面上在1轴上方的半平面 （ y >0)， 
我们称它为罗氏平面.伪球面上的测地线经过保角变换映成罗 
氏平面上圆心在： r 轴上的半圆，我们把这半圆称为罗氏直线. 
注意，过罗氏平面上任两点 A 和 P 2 , 正好有一条罗氏直线联结 
它们，通过保角变换，过伪球面上任两点，也就有惟 一一 条测地线 
联结它们. 


7.3 罗氏几何 


(1) 罗氏平面上的长度 
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设是罗氏平面上的两点，通过保角变 
换，它们对应伪球面上两点，联结这两点有惟 一一 条测地线，我们 
把这两对应点之间的测地线的弧长定义为 A 到 p 2 的罗氏距离. 
所以， 


5(P 1 ,P 2 ) = 


•(J 2 9 y 2 ) 

J ( 勺， : y!) 


ds 


a 


•(W dx 2 + dy 2 

(j i y 



积分沿着 A (:^，3^)和 P 2 (： r 2 ， M ) 对应的伪球面上的两点之间的 
惟一的测地线进行.注意测地线的方程是 

(x — c) 2 +y 2 = r 2 , 


作参数变换 


若命 


j ： = c + rcos dy y = rsin dj 


则 


Xi = c + rcos d” y\ = rsin d\ j 
x 2 = c + rcos d” y 2 = rsin d 2 ， 


s(P x ,P 2 )= 


• (t 2 ，V y/ dr 2 + d^ 2 

(x i y 



dO 

sin 6 


a\n tan 




d i 


tan 


d 2 


a\n 


tan 


ft • 


设罗氏直线 PiP 2 与 * r 轴的交点为 Po 和 Pco , 由于这四点在 
一圆上，我们可以定义它们的非调和比 

如图2 -35 所示，任取圆上一点 S ， 定义 


(Pi f P 2 ? Po 9 Poo ) 


sin^PiSPo sin/Pi SPoo 

sin/ P 2 SjP 0 s\n^P 2 SPoo 


所以 


(Pi 9P2 jPo ^ Poa )= 


-( f - l ) 

Hf - I ) 


sin 4 


sin ^ 
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图 2 - 35 


因此罗氏距离公式是 

s(P\ , P 2 ) = a\n(Pi ,P 2 ;P 0 9 Poo ). 

小结设尸 i 和匕是罗氏平面上两点，过这两点作圆交轴 
于 P 。，/^， 则定义 Pi 和尸 2 之间的罗氏距离为 

5 (Pi , P 2 ) = a\n(Pi ,P 2 ;P 0 9 Poo ) 9 

其中非调和比（^，/^^。^^^定义为 

( p p p p 、 _ sinZPiSPo # sinZPiSPoo 

(尸 " r 2 ; n ， i " oo ) - sinZ p 2S p o • sinZP 2 SP 00 , 

这里 S 为过 h 和 P 2 ，圆心在 X 轴上的圆上的任一点. 

注意，当 A — &或 P 2 — Po 时， 

可以认为: T 轴上的点或 Poo 是罗氏平面上的“无穷远点”，也就 
是说， I 轴是罗氏平面的“无穷远线”. 

(2) 罗氏平面上的平行线 

罗氏平面上的直线/就是圆心在 I 轴上的工轴上方的半圆， 
它交 JT 轴于 P 。 和 Poo 两点. 

设 P 是罗氏平面上在直线/外的任一点，则过 P 和 P Q 有一 


• 180 • 



条罗氏直线 匕 ，过 P 和 Poo 有一条罗氏直线 Zoo ，直线/与直线交 
于“无穷远点 ” p 。， 因此可以认为直线/和 Z 。 是平 行的； 同理，直线 
I 和 Zoo 是平彳了的（如图 2-36). 



图 2-36 

因此在罗氏平面上，过直线/外一点 P 可以作两条直 线心和 
L 平行于直线/，因而在罗氏平面上欧几里得几何的平行公理不 
成立. 

(3) 罗氏平面上的运动 

把定义了笛卡儿直角坐标 （： r ， 30 的平面看成复平面，平面上 
的点（: r ， y ) 对应一个复数 

z = x +\ y . 

罗氏平面对应于 y >0 的上半复平面，在复平面上作线性变换 

之* = Pz_±Jl 9 

rz -r s 


其中 />， g ， r ，5 是实数，且 


P q 


>0,这是复平面上的保角变换， 


它使上半复平面变成上半复平面. 


现在我们来 讨论： d/ =4 ( dr 2 +办 2 )在上述线性变换下变成 


什么 • 




(ps — qr)dz 


(ps — qr)dz 
( rz + s ) 2 


其中 5 和 f 分别表示 z 和，的共轭复数. 
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dz^ dz 


(ps — qr) 2 dzdz 
(rz + s) 2 (rz+s) 


但是 


5 


2 i 


r ( Z * 


pz + q _ pz + q\ 
2\\rz + s rz + s ) 


u — 乏)， 


: y 


ps —(F 


(rz + s)(rz + s) 


y 


所以 


dz *dz* 


dz • dz 


y 


2 


即 


(dx * 2 + dy * L ’ ） = 〜 （ cLr 2 + dy ) ， 

^ : y 


或 


•s，• 2 = ds 2 . 


因此线性变换 


Pz+q 

rz + s 


P q 


>o 


保持罗氏距离不变，它就是罗氏平面上的等距变换公式. 

在19世纪初，.罗巴契夫斯基 （ Jlo 6 aqeBCKHft H . H )， 波利埃 
( J . Bolyai )， 高斯大胆地否定了欧氏几何中的平行公理，另外设立 
一条替代它的公理.他们分别独立地建立了一种新的几何学，称 
为双曲几何学.由于最先公开发表的是罗巴契夫斯基，所以也称 
此几何学为罗巴契夫斯基的非欧几何学，简称罗氏几何. 

后来 （1868) 贝尔特拉米 （ E . Beltrami ) 用微分几何的理论建 
立了罗氏几何的模型，那就是上述的“在一伪球面上，即高斯曲率 


等于一 4的一个曲面上，把测地线看作直线而构成的几何”.另一 
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方面，黎曼发展了罗巴契夫斯基的思想 （1854)， 建立了与欧氏几何 
学和双曲几何学都不同的椭圆几何学.双曲几何学与椭圆几何学 
总称为非欧几何学. 

(4) 罗氏几何的模型 

上面介绍的是罗氏几何的 PoincaK 模型.现在我们将介绍罗 
氏几何的另一种模型，称为 Klein 模型. 

设 D 是欧氏平面（: r ， 30 上半径等于 a 的圆的内部（即圆 盘）： 

D={(x,y)eR 2 ： x 2 +y 2 <a 2 } , 

在 D 中定义一种微分几何，它的度量（即第一基本形式）是 

d/ = w-^ 4 +y ” 2(cb：2+dy) ， 


命 V — l ： y ， 贝! 


d / 


4 a 4 


(a 2 -|z| 2 ) 


2 


dz • dz 


下面我们将 指出： D 中定义了以上度量的微分几何是罗氏几 


何.为此，我们要把这种微分几何与罗氏几何的 Poincad 模型相 

比较.设 D ' 是欧氏平面的上半部 

D' = {(u 9 v)eR 2 ： u>0} 

在 D ' 中定义度量 


dJ 2 = ^-v(du 2 +dz; 2 ) , 


于是 w 中定义的微分几何是罗氏几何，因为它的高斯曲率 k = 
— 4,这就是罗氏几何的 Poincad 模型. 


命= W + y — lv 9 则 



a 


2 


( Imzv ) 


dw • dwy 


考虑欧氏平面中，把区域 d 映到区域 zr 上的保角映射 


vu = 



a — z 
a~hz 


或 


V — 1—W 

z = a - - 

V — \ ~\~vu 
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则有 


u 2 ' - R 2 ") 2 ' dzd ^ = a^ dwd ^ 


(* ) 


所以， d / = df . 这说明上述保角映射是等距变换.由于区域 D 和 
区域 IV 上的第一基本形式相同，它们的高斯曲率也相同，所以区 


域 D 上所定义的微分几何的高斯曲率 K 


，因此，也是罗氏 


几何.区域 D 上所定义的微分几何是罗氏几何的另一种模型，即 
为 Klein 模型. 


*) 式的 证明: 


dw 


\/— 12adz 
(a + z) 2 


， Avj 


]§i vu= u + 1 卩 ，则 


2 2 

— oc —y 


dvu • dw 




(a + x ) 2 y 2 

4a 2 dz # dz 一 
[(a + ^)(a + z )] 2 = 

2 ia 2 dz • dz 
V (a 2 ~(x 2 +y 2 )) 


/ I = T2ad 

(a + z ) 2 


Aa 2 dz 9 dz 

[( a + x ) 2 +y ] 


v 2 


Aadzdz 

(a 2 -|z | 2 ) 2 


附记: 半径为 a 的球面的高斯曲 率气] ，所以半径为 


的虚球面的高斯曲率为一 因此，罗氏几何可以看成是虚球面上 


的几何.不过，它有实的模型（例如， Klein 模型）.下面，提到虚球 
面 的时候，就把它理解成负 常高斯曲率的曲面. 


• 184 • 



票三量 


外微分形式和活动标架 

§1外微分形式 


1. 1格拉斯曼 （ Grassmann ) 代数 

设 V 是实数域 R 上的72维向量空间，它的一组基底是 
，用这组基底形式地作下列元素 



i=lj 2,… ， w ， 

A ej , 

# • • • 

l^i<Cj^n y 

, /W: 2 八 … 八 S ， 

籲 癱籲參 


心 2 A … 八， 



连同 R 中的单位元素1，一共有 

1 + Ci+C^H - \-C ： = 2 n 

个元素.用这2 ” 个元素作基底，再作一实数域 R 上的2” 维向量 
空间 G ( V ). 其中以 CJ 个元素 

e ix A e iz A ••• A e ip , 

为基底的实向量空间记成 V % 它是 G ( V ) 的子空间，它的元素称为 
G ( V ) 的户次齐次元素，它们可以具体表示成 
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2 〜 2..”，！ A S 八…八％， 

其中系数 a,.-...,- 6 R . 以后为了方便起见，我们把 R 写成 V ° ，把 V 

p 

写成 V 1 ，于是 G ( VO 中任何一个元素 w 可以惟一地表示成 

W=ZV 0 +1C，1 + …， 

其中这说明2” 维向量空间 G ( V ) 是 C ；： 
维向量空间 V〃（/) = 0，1，*"^) 的直和，记成 

G ( V ) = V 0 ㊉V 1 ㊉ … ㊉V ' 

注意 

V ^ R , 

因为 P 的任何一个元素可以表示成 

ae \ f \ e 2 !\ •** A e n , a G R . 

这个元素 一一 对应于实数 a ， 这个对应关系建立了 1 维向量空间 
V "与 R 之间的同构. 

实例： 设 V 是 R 上的3维向量空间，{^，^，^}是它的一组基 
底，则 

其中 

V °= R , V '^ V , 

V 2 是^ Ae 2 ， e 2 Ae 3 ， e 3 Ah 为基底的 3 维实向量空间. V 3 是以 
e ^ e 2 Ke , 为基底的1维实向量空间，它同构于 R ， 所以 G ( V ) 是8 
维实向量空间. 

下面我们在向量空间 G ( VO 中引进一种乘法，使它成为一个 
代数，这种乘法只需在基底上定义，然后再线性地扩充到整个 
G ( VO 上去. 

定义 在 G(V) 中引进乘法 “ A ”， 规定它满足以下 规律： 

A (^j = _ Cj A €{ 9 

O,, 八… /W,) 八 （〜， 八…八 q A ••- A e { A e , A ••• A e } , 

1 p J 1 J q 1 P J I J q 

同时又满足结合律和分配律 
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(x A 3 ^) A z = x A iy !\ z 、= oc h \ y !\ z ， 
x A ( ay -\- bz ) =ax !\ y^rbx !\ 

(ax + by ) / \ z = ax /\ z + by f \ Zj • 

这种乘法称为 外乘. 定义了外乘以后的 G ( VO 称为实向量空间 V 
上的格拉斯曼代数. 

附记： 

( 1 ) 对于每一个: rGVUsV )， 我们有 

X A x = 0. 

% 

n 

设 x = D a # ,，因为 e , A e ,. = 0 ，所以 

i = l 

n n 

X A 0 C = ( y ^ a^i ) A ( X ] a i e i ) 

2=1 7=1 

n 

=^aiUjei A ej 

i ，）= 1 

= 2 a i a i e i A e , + X ] a i a i e i A e } 

=D a t ajiei A ^ + e , A ^) = 0 

(2) 外乘的定义要求 G ( V ) 的基底是线性无关的.我们举例 
说明这一点，设 

aei A e 3 + be 2 A A e 5 +cei A e 2 A e 3 八 e 4 = 0 ， 

把上式乘以 Q /\ e 5 A … Ae „ ，则易知 a = 0. 同理可证 b =0 和〔= 

0，因此 q A g ， e 2 A q A 和 q A e 2 A e 3 A e 4 是线性无关的. 

格拉斯曼代数满足以下反交 换律： 

命题 1 设工 6 \^， yev % 贝 ij 

x /\ y=C — l) pq y Ax . 

证明 因为外乘是满足分配律的，所以只需考虑 

x = e ii A ••• A e ip , y = e Jx A ••• A e jq 

的情形.这时 ' 9 

A … A 、 ）A ( e ;i A A …心 9 ) 
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=( —1 )、 A (e ,、 A … A % ) A (〜 2 A … A ） 
=(—l)^ (e ；i A e ji? A ••• A % ) A (e,】A … A % )• 
设％， … ，％ 是 V 中一组向量，则它们可以表示成 


命题2 



3^1 八 … A ： y P = X) 

◊•<* 々 </! 




a \i 


P 


a 


p 


e 


A ••- A e { 


p 


证明 


3^1 A ••- !\ y p = 2 W.ap^e 、 八…八 e ip , 

“ 广 l 

这说明 y \ t \ … Ky p tV p ， 但是口中的基底是 

e *. 八…八％，<•••<—， 

因此，我们必须把任意次序的外积~ A … A 〜变成标准次序的外 

1 P 

积％ A — 因而我们在计算和式 2 时应分 

=i 

两步走 ：先从 （1，…， 〃） 中任选/>个数… <0,然后再把这夕个 
数任意排列，因此 

A ••- A y P 

= 2(2 (― d 。 1 ， ％八…八％， 

(tj f ••• * ip ) 

其中 X ] 表示对 （ a ，••• w />) 的任意排列求和， [〗 i ，…， g ] 表示 

(, 1 

某排列对于顺序纟,<〜<‘的反序数.于是得到 

!\ …！\ y P = 2 
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推论 1 V中的向量％，…， 3V 是线性无关的必要和充分条 

件是 

: yi 八… t \ y P 判 • 

证明如果 : yi A … A ：y p ^0 ，则矩阵（〜 )（f = 1，…， p; j = 
1，…， w ) 中总有一个阶行列式 

a i *, … 

: : ^ 0 , 
a 扣 ' … a > P 

即矩阵（^)的秩为久这说明向量组％， …，％ 是线性无关的.反 
之，如果向量组％，•••，％线性无关，则矩阵（％)的秩为久这说 
明总有一个上述阶行列式不为零，所以％ A …衿 0. 

推论2设％，…，％是V的另一组基底，并且 

n 

yi = i = 1，…，”， 

则有 』 1 

: yi 八 …!\ y n = detU l；7 ) 幻八… A g ， 

其中 det(a,)^0 表示矩阵 （a,>) 的行 列式. 

附记 ：如果 d e t(~)>0, 则我们说V的两组基底 h ，…， e„} 和 
(^1 ，…，: yd 的定向是相同的. 

实例： 仍设V 是3维实向量空间，3^，％是 V的另一组 
基，并且 

3 

yi = ， i = l， 2 , 3 ， 

)=i 

于是有 

3^1 A ^2= (^11^1 +^12^2 + Ci u e 3 ) A (^21^1 + a 22 e 2 + a 23 e 3 ) 


汉 11 

a l2 

e\ 

A 

^2 + 

汉 12 

a U 

^2 A ^3 + 

^21 

^22 




^22 

^23 

a l3 

an 

^3 

A 

O ， 



^23 

^21 
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^1 !\ y ! A^3 = (“ liq +“ 12 Q +« 13 Q ) 八 (^ 21^1 + ^ 22^2 + ^23 ^3 > A 

(“31^1+ “32^2 + “33G) 


an 

a l2 

“13 

“21 

“22 

«23 ei /\ e 2 /\ e 3 

“31 

“32 

“33 


如杲 det ( a l ：; )> 0 , 则线性变换 3 ;, = ^ a . e.di = 1 ， 2 , 3 )保持基底 

> =1 

Ui }和{%，力，％ } 的 定向. 

1.2 外微分形式 

在上一小节中，如果把向量空间 V 的系数域 R 换成带单位元 
素的交换环 K ， 则 V 称为环 K 上的模 （ module ). 类似于上一小 
节，从环 K 上的模 V 我们可以作出另外一个模 G ( V )， 并且可以类 
似地在这个模中引进外乘. 

设 K 是定义在 R ” 的某开集 L ； 上的全体 CT - 函数 ® 所构成 
的环.再设 IT 中的坐标是（: r 1 ，…，: r ”）， 系数属于 [ 7 上的 C - 
函数环 K ， 以 （ dr 1 ，…， dr ”） 为基底的模为 V ，然后作 K 上的模 

G(V) = V 0 ㊉V 1 ㊉…㊉ P ， 

其中 

V 0 = K 9 V 1 = Vy V n ^ K. 

W /?= l ， …， w ) 中的元素可以表示成 

y^] a t (x l , ••• ,x n )dx' 1 A A , 

‘ J 1 p 

0.<i 々 <n 

它们称为 U 上的 p 次外形式.特别地，中的元素的具体表 
达式是 


① C 〜函 数是在 [； 上存在任何阶的连续偏导数的函数 • 
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co = a, (x 1 ， … jx n ')dx , = a x (x 1 , ••• ， x n Wx 1 + … + 

i=i 

a„(x l , •••, x n ) dx n , 

它们称为卩上的 1 次形式 ，又称为卩上的 普法夫 （ Pfaff ) 形式. 

例 （1) 72=1 的情形. 设 R 中的坐标为: c ， 则 

0 次形式是 coo = fix ), 

1 次形式是 coi =(p(x)dx. 

(2) n = 2 的情形.设 R 2 中的坐标是（: r ， j )， 则 

0次形式是 ci)o= fix y y) , 

1 次形式是 m z =P(x,y)dx+Q(x 9 y)dy, 

2次形式是 co2 =<p(x ,y)dx A d ^. 

(3) W = 3 的 情形. 设 R 3 中的坐标是 ( x ， j , z )， 则 
0 次形式是 co 0 = f ( j ： 9 yjz ) , 

1 次形式是 co\ = P(j ： ,y^z)dx+Q(x,y 9 z)dy+ 

R(.jo , y 9 z)dz 9 

2 次形式是 0)2 = P(^c 1 y yz)dy /\ dz+ 

Q (: r ， 3 ; ， 之 ） dz 八 dx + 

R(jc, y ,z)dx A d ^, 

3 次形式是 co 3 = <p(^c 9 y j z)dx /\ dy A dz. 

设是 R w 中一开集，每一个 U 上的普法夫形式 

n 

co = 2 Uidx' = a x dx 1 + a 2 doc 2 + *** + a n Ax n 

i=i 

对应于卩上一向量场 a = (〜，〜，•••，‘）. 给出一组普法夫形式， 
如果它所对应的向量场在 U 的每一点处是线性无关的，则称这组 
普法夫形式是 线性无关的. 

命题 3( 嘉当 （ Cartan ) 引理）给出 U 上个线性无关的普法 
夫形式 A ，/ 2 , …，如果另有[/上 p 个普法夫形式 

gl ，公 2 ，… ，仏 ，使得 

f\ A gi + f 2 A A + … + //> A gp = Oj 
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则存在 u 上的 cr - 函数组％ (^= 1 ， …， />) 使得下列关系式成立 

P 

Si = z = i …，夕， 

>=i 

并且 


a ij = a ji • 

证明我们可以在 U 上逐点证明此命题.对于 [/上 一固定 
点来说，当户时，由于，，… ，人 线性无关，因此可以选作 V 的 
基底，这时有 


但是因为 


所以 



n 

> =1 


=1 ， … ， n. 


n 

2 乂 A = 0, 

i = l 


八 /) = 0， 

“）=1 

由于 /,△/, = ◦，/, A /> = -/> A /,, 所以 

y ] ( a ,> — a ,,)/,- A fj = o . 

但是 /, A / 7 (1</< X 〃） 是 V 2 的基底，因此线性无关，所以 


即 


Clij — Uji = Oyijj = !_，•••，”， 


a ij 



当 p < n 时，由于力，…， / p 线性无关，我们可以补充 n — 户个 
普法夫形式/, + 1 ，…，/„，$#/,，•••，/„构成 V 的一组基底.于是 


gi = ” 1 = 工，…，/^ 

)=1 

再设 

g^i =…= grt = 0 ， =0， z . =户 + 1，…， rz ; j = 1，…， w ， 
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于是有 

n 

gi = i = 1 ，…，”， 

> =1 

并且 

免 fi !\ gi = 2 ^ Sr = 0. 
/ = 1 2 = 1 

根据 p = n 时的讨论 


gi = ^ i = 1 ， … ， P ， 

> =i 


并且 


Clij = Clji • 

但是 

a /^Uj … 

•• a n ，j = 0, j = 1 ，…， w ， 

所以 

(2, •，奸 ！一 … 一 

•• a i%n — 0， j — ••• > n . 

因此 

P 



gi 2 

/ = 1 


其中 

J ^ 



ai ； a：, 

i ， i，j = 1 ，…， p . 


推论 给出两个 u 上的普法夫形式 / 和心 如果 ff\g = 0, 
则存在 a 上的 C 00 - 函数 a 使得 g = a /. 

现在我们在外形式模 G ( VO 中引进一种微分运算，称为外微 
分. 引进了外微分以后，模 G (\0 的元素称为 U 上的外微分 形式， 
中的元素称为 P 次外微 分形式 ，以后简称为形式 • 

定义 外微分是一映射 

d ： — y^ 1 , 


它的定义 如下： 设 


COp 


^ a, t (jo 1 ,••• jx n )dx tl A •** A dx'- 


l<*i 
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我们规定 


dajp 


Zj 、八 dr’i 八…八 dr 


p 




da ； 


= y] y] p 1 i P 八 dr 1 ’ 1 八…八 Ax l f> y 

显然 （ W6W+ 1 . 从此定义可以直接 看出： 如果则外微分 
就是普通微分 ; 如果则 do;=0, 因为 dx l Adx*=0. 


我们再把以上外微分运算的定义扩充到整个 G(v ) 上 
定义设 a>6G(V0 , 并且 


C0 


= CO0 CO\ + ••• + COn y(i)p G y p 


规定 


do; = dct»o + do>i + ••• + dco n . 


例 

(1) 考虑的情形 • 

(Vo = /( 工）， dcoo = f f (x)dx. 

coi — cp{x)Axj dco\ — cp\x)Ax A dx 

(2) 考虑 n = 2 的情形 . 

C0o = , Acoo = + 

dy 


0 


coi = P(x j y) dx + Q(x ^ y) dy ^ 


dco\ 




dP 


dQ 


d y 


Ax + 


dQ 


dx dy 


d ： y) A d：y 


dQ_dP 

c^X c)y I 


)dr A 办 


(02 — (p(xjy)dx A dy ，dco 
(3) 考虑 n = 3 的情形 . 


0 


COo 


/0,3；， z ) ， 


‘ =|^dx + ^dy + 

ox dv dz 


3 y 

(x)\ = Pixjy^z)dx + Q{x^yyz)Ay + R(x^y y z)dz 
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dco\ 


f ^dx + ^-dy + ^dz)A dx + 
、 ox dy dz I 

|§ dx + |9 d3； + |9 dz ) Ady + 

d ^dx + d ^dy + d ^dz)/\ dz 
ox dy dz j 


dR 

d y 


I ?) 办八 dz+ (lf _ ! f) dz A ^ + 
5 ) dx 八办. 


C 02 




(If-g)do ： A dy. 

P(xjy^z)dy A dz + Q(xjy^z)dz A Ax + 


da >： 




R(x,y,z)dx A 

( 尝 dx+|^ + 尝 dz) 八 dz A dx + 

(|^dr + |^d：y + |^dz)AArAd：y 


(SP L SQ 1 SR \ j A 」 A 」 

=( a ^ + ^ + ^) dx A 办 A 虹 

C03 = <p(x,y,z)dx A dy A dz, do > 3 = 0 . 

定理设 G 是 R ” 中一 /> 维区域 （ l < p < rO ， aG 是 G 的边缘， 
具有 G 诱导的定向， w 是 G 上的（/>—1)-形式，则下列公式成立 



这个公式通常称为斯托克斯 ( Stokes ) 公式. 

我们不打算在这里证明此定理，因为它已超出了微分几何这 
门课程的范围，有兴趣的读者可以査阅多元微积分的书（例如， 
C . Goffman 著，史济怀等译《多元微积分》，人民教育出版社，1978 
年出版).不过我们要指岀，当 n = 2 或3时，普通微积分教程中已 
经证明斯托克斯公式是成立的. 
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；2 = 2 时，设/ > = 2，G 是平面 R 2 上一区域， aG 是它的边缘闭曲 
线，再设0>是 1- 形式 


CO = P(xjy)dx + Q(xjy)dyy 


dco 


这时斯托克斯公式为 


(3 Q 

\ dx 


dP 

d y 


dx A dy 


P ( x ^ y)dx + Q(x jy)dy 

SG 



^ Q _^ P \ 

dx dy / 


dj ： A dy 9 


这就是我们所熟悉的平面上的格林 (Green) 公式. 

w = 3 时，设 p = 则 G 是空间 R 3 中的曲面域，是它的边 
缘（空间）闭曲线.再设 C 0 是 1- 形式 

co= P(j ： fy 9 z)dj ： + Q(x 9 y 9 z)dy + R(x 9 y 9 z)dzf 



尝卜八 dz +( 


dP 

dz 


dR 

dx 


)dz 八 dx + 



这时，斯托克斯公式为 


Pdjc Qd^+ Rdz = [ ^ — dj ； A dz + 

J 3G jG\oy OZ ) 

(SP dR\, A , , (SQ dP\, A 」 

A dx+ (G — 石)心 A 办， 

这就是我们在微积分教程中所见到的斯托克斯公式. 

如果户= 3,则 G 是空间 R 3 中一区域， 3 G 是它的边缘闭曲面. 
是2 ■■形式 


co = P ( x y y ^ z)dy A dz + Q ( j : ^ y ^ z)dz A dx + 


R ( xjy ^ z)dx A dy ^ 


dco 


3 P 

dx 


r?Q , ^ 
dy dz 


dx f \ dy /\ dz 


这时，斯托克斯公式为 


Pdy f \ dz + Qdz A dx + Rdx A dy 

dG 
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ap , aQ , aR 

dx dy dz 


dx /\ dy /\ dzj 


这就是微积分教程中的高斯公式. 

附记： 再考虑一下 n = l 的情形（如图 3-1), 这时 f=l，G 是 
实数轴 R 上一区间是它的端点 a 和不过要加上定 
向 J 端的外法向是正的， a 端的外法向是负的. a 是 0- 形式，即函 
数 /U)， 这时斯托克斯公式为 


d fix) = f(b) — /(a) , 


这就是微积分基本定理.因此斯托克斯公式可以看成是一维的微 
积分基本定理在高维空间中的推广. 




图 3 — 1 



最后我们再证明两个外微分公式. 

命题 4 (Poincare 引理）设 w e G( V )，则 

ddo ； = 0. 

证明根据外微分的定义，只须考虑 w 是 W 的单项式的情 
形•设 

co= a, (: r 1 ， … ， j： n )(1^ 八…八 Ajc 1 p , 

w da ... 

dco= ^ 八 dr’ 、 八…八 dx 2 p , 

I = 1 dx 

rl 3 2 a . 

d(doj) = 2 dx^dx r ^ Xl 八 df 八 dr” 八…八 dr 〜 

J ，■/ = 1 

一会 \ dx ] dx l ~ dx i dx i )• 
dx J A dx 1 A dx' 1 八…八 dx l p y 

因为 

a i X .” i p __ a i x ".ip 

dx ] dx l dx % dx ] 
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所以 


dda » = 0. 


命题 5 设没 ev % 则 

d(o ； A ^) = do ； A 9+(- l) p co A d^. 

证明根据外微分的定义，只须考虑 o ； 和0是单项式的情 
形，设 

co= a^j： 1 , ••• ,a: n )dx ， ! 八…八 dx'/> , 
d= b(x l 9 jo n )dx Jl A A cLc 、 ， 

则 

d(coA^) = cKo^dr* 1 八…八 dx'p A dr^ 1 八…八 clrM 

= d(ab) A d? 1 八 … 八 Ax'p A 心 ’ 1 八 … 八 dx^ 

% 

= (da/\dx tl A ••• A Ajo lp ) A ( 厶 df 1 八 … 八 d:r\ ) + 
adb A dx' 1 八 … 八 dx l p A djr; 1 八 … 八 cLr 〜 

=(da A clr Zl 八…八 dx l p ) A ( 厶 djr 、 八 … 八 (Lr〜）+ 

( — DYacLr* 1 八…八 dx'p ) A 
{Ab f\ dr) 1 八…八 dx J( i ) 

=dco 八汐 + ( — l) p cu A 

实例：设 w = 3， R 3 的坐标是 （ x ，： y ，2：)， a ; 和 (9 是 R 3 中某开集 
C ； 上的普法夫形式 

cv= P(j ： 9y9z)dx + Q(x 9 y 9 z)dy + R(a ： 9y9z)dz 9 
d= a(x^y^z)dx + b(x^yjz)dy + c(xjyjz)dzj 

心 ={^~ 3 £) dy A dz+ (lf—!f) dz A dx+ 

(ff—ffh A d ，- 

叫 

去 (§?」§) 卜八办 八心 =0 . 
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d0= {r y ~fz) Ay ^ dz+ { d f z ~t) dzA dx+ 

(db 
\3x 

co A 6= (Qt 一 Rb )Ay f\ dz (Ra — Pc) dz 八 d:r + 

(Pb — Qu)dx A dy, 

d(co /\ d)= {^-(Qc -Rb)+^-(Ra-Pc)+ 

\3x dy 



夺 (pb 

cJZ 


—Qu) )dx A dy A dz 



dQ_cW 
dx c)y 


Ax !\ Ay !\ dz — 


卜 ( g -|)+ Q ( l _ g )+ 

R (f X ~ d ty)Y X A ^ A dz 

d(V A 0 — CD A dd. 


1. 3 弗罗贝尼乌斯 （ Frobenius ) 定理 


考虑 R 3 中的一个普法夫 （ Pfaff ) 方程 


co— P(x ^ y jz)djc~\-Q(x ^ y ^z)dy~\~R(x jy ^z)dz = 0 ^ 

根据一阶偏微分方程理论（可参阅微分方程教程，例如，艾利斯哥 
尔兹著，南开大学数学系译，崔士英校《微分方程》（人民教育出版 
社）第六章§ 3)，如果它满足下列完全可积条件 


脊 f)+<- 




则存在 R 3 中的曲面 

f(xjy,z) = 常数， 

使得 df=0 与普法夫方程 w = 0 是等价的，即 
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d/ = X{x^yyz)(i)y 

这曲面称为普法夫方程 O ； = 0 的积分曲面.显然，过空间 R 3 中一 
点（&，>，☆)，只存在惟一积分曲面 


fixyy . z ) = /(工。，夕。，之0). 

现在我们要把普法夫方程 co = 0 的完全可积条件改换一个形式 


dev 


3 R 

d y 

3Q 

c)x 


设尺关0,则 


A 


dz + 


9P_dR 

dz dx 


dz A dx + 


dP 


dy) dx A dy ^ 


dz 


_ Co — Pdx — Qdy 


R 


所以 




A 


CO 


— Pdx — Qdy 


dz 


R 


/^_^w 

\ c)z dx I \ 


cu — Pdx — Qdy 

R 


八 cb : + 





Ax A dy 




3 Q 

dz 


+ Q 


d_P 

dz 




SQ 

c)x 



因此条件（ * ) 等价于存在一个普法夫形式 0 使得 


dw = d /\ cu ^ 

这个等价条件就叫做普法夫形式⑴的弗罗贝尼乌斯条件. 
反之，如果普法夫形式 

co = P(x jy jz)dx + Q(x jy ^z)dy + R(x jy jz)dz 

满足弗罗贝尼乌斯条件 
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dico = d f\ (V ， 

其中 0 是另外一个普法夫形式 

6 = a(xyy^z)dx + b(xjy 9 z)dy + c(x^yjz)dz 9 

则有 


dco 


/9R 

\^y 


dQ 

dz 


A dz+ l 


dP dR 


7 ) 




)dz A dx + 


dQ 

c)x 


dP 

d y 



dx /\ dy 9 


d A co= (bR — cQ)dy A dz + (cP — aR)dz A d: + 

(aQ 一 bP)dx A ^ 3 ；. 

根据弗罗贝尼乌斯条件，我们有 


dR 

d y 


dQ 

dz 


bR — cQ ， 


dP_3R 
dz dx 



cP — aR ， 


所以 


9Q_dP 
dx dy 


=aQ — 


bP ， 




因此，普法夫方程 co = 0 完全可积. 

根据以上分析，我们可以得出以下 结论： 如果普法夫形式 w 
满足弗罗贝尼乌斯条件，则普法夫方程0 = 0是完全可积的. 

附 记：设 尺 (* r ，3；， z ) 关0,把普法夫方程 w = 0 改写成它的等价 

形式 



R dy9 


它等价于一阶偏微分方程组 

dz _ P dz _ Q 
■ . . ■ - — _ • ■ _■ " — 

dx R dy R • 

如果此方程组有解，设它的解是 


因为 


z = z(x^y^C). 
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所以 


d 2 Z _ d 2 Z 

SxSy dydx 


因而 





dR dz 
c)z dx 


- R ( 


R 2 


^ ]P I d ]P c) Z % ■ X V I A V ^ 〜 

十 tt - hr X I - - r 二 ― 


dy dz dy 


dy dz 3y 


R 2 


再把晏和代人上式，化简后立即得到普法夫方程 

出=0的完全可积条件 （* ). 因此，普法夫方程 w =0 的完全可积 

条件 （*) 就等价于一阶偏微分方程组 

dz _ P dz _ Q 
d ， d~y = ~R 

的完全可积条件 

d 2 z _ d 2 z 
dxdy dydx 9 

或 


dx V R ) dy 

现在我们把上述例子推广到高维空间，以下我们假定 



Z，) = 1 ， … ， w; k ， l ， m，q = 1，…， P (/> < n). 

设 R «+ p 中的坐标是（/，…， x ”， y ，…， y )， 考虑定义在中某 
开集 U 上的/>个线性无关的普法夫形式 

oAjt 1 ，…， X n ， V ，•••， 〆 ） 



n 


P 


^ i U , y ) Ax i + Yj ^ kU , y ) Ay k , 1 = 1 


m m m 


P 
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它们确定了 U 上的普法夫方程组 

a/ = 0 ， I = 1, 

实例： 当„ = 2, p = U 则我们得到上面例子中的普法夫方程 

co = 0 . 

如果存在中某 n 维曲面 S 

y = y ( 了 1 ， … ， : r n ) ， k = 1，…，/> 

使得我们把上述方程中的函数/(•2' 1 ，〜，/)代入普法夫形式0； 

(/ = 1，…， />) 以后 ， a / 三0，即 

n p 71 ^ k 

2以 （ j ：,： y (: r )) cLr , + (jr ^ (x) } ( 2 ^ dx， )= ° 9 

则曲面 S 就称为普法夫方程组 a/=OU = l ， …， p ) 的积分 曲面， S 
的方程称为普法夫方程组的解.如果过 U 中任一点只存在惟一的 
积分曲面，则称普法夫方程组是 完全可积的. 下面我们将要给出 
普法夫方程组 a /=0(/= 1，…， />) 是完全可积的必要和充分条件. 
设另有一组 U 上的普法夫形式 

P 

k 1 = ^a l k (jc,y)cu k » I = 1 ，."，/?， 

k = \ 

其中 det ( d ) 关0,则我们说普法夫方程组 

K = 0, I = 1 , 

与给定的普法夫方程组 a / =0(^=1，…， />) 是等 价的. 

定义 卩上的普法夫形式…，/>)，如果存在 U 上的 
普法夫形式 / iUJ = l ， …， />) 使得 

p 

da/ = 2 /i A co k > / = 1 ， … ， p ， 

则称 a /(/= l ， …， 户) 是满足弗罗贝尼乌斯条 件的. 

命题 6如果普法夫方程组 a /=0 U = l , …， />) 和普法夫方程 
组;^=0(/=1，…， />) 是等价的，则其中一组普法夫形式满足弗罗 
贝尼乌斯条件时另一组也满足此条件. 

证明 设普法夫形式 a / U = l ， …，满足弗罗贝尼乌斯条 
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件，则存在普法夫形式 / ia ，/= i ， …， />) 使得 

dev' = D/i A CO y l = U … ， p. 

k=\ 

现在普法夫方程组¥=0(/=1，…， />) 与普法夫方程组 a /= 0 (l = 
1，…， P ) 等价，即存在函数 W 使得 

P 

k 1 = ^a l k (v k j I = 1 ， … ， p ， 

k = l 

其中 det ( ai )^0, 

dn l = ^daj 八 a / + a l k dco k 

k=\ 4=1 

=(da^ + y^jajfq ) A co q . 

q=l k=l 

从等式 / = j ] a [ co k 反解出 

k = \ 

P 

CO 1 = b l kK k ， l = 1 ，…， /> ， 

走 =i 

其中 ( M ) = ( a 〖）— 、于是有 

dK l = 2 ^ ( da ; + Dai/J ) 八 7 T ’" ， 

q ,m= 1 k = l 

因此存在普法夫形式 

fin = 2 ]^ (da l q + ^a l k f k q ) 

(/= 1 k = l 

使得普法夫形式/(/=1，…， />) 也满足弗罗贝尼乌斯条件 

An = Yjf\n A n m , I = 1，•••，/>• 

m = 1 

根据这个命题，当我们想解一个普法夫方程组 

a) 1 = ^ J ip l i (,Xyy)Ax i + 2 知 ( 工 ， : V) d / = 0, / = 1,—,/) 

1=1 k=l 

的时候，可以先找出一个与它等价的而且形式上简单一些的普法 
夫方程组/= 0,然后去解后者.由于普法夫形式 a /(/= l ，•••，/>) 
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是线性无关的，所以矩阵（以）(7=1，)=1，…，72 + />)的秩为 
/>,因此不妨假定 det(a + *) 关 0(々J=1， …， />). 这时，我们可以从 
普法夫方程组 o/=0(Z=l， …，户)解出 

n 

dy 1 = y](p l ,(j ： ,y)dx l , I = 1，…， />• 

i=l 

因此普法夫方程组 o/=0(Z=l， …， p) 等价于 


n 


7 T 


dy — ^]<p , l (j ： 9 y)dx , = 0, / = 1 ， --, p. 


现在，我们来计算普法夫形式¥(/=1，…， p ) 的弗罗贝尼乌斯条件， 


d/ = ddy — 士 ~^-Ax ] A dx' — 2 ^dy A djr* , 

i *>= i 3 工】 *=i k=i ^y 


因为 


所以 




dy = k 1 + y I = !•，•••，/>， 


h 3 ( p l i 


s^ xJ A dx， Adx 




n p 


^< p l , 


S 2 A dx« 

.>=i k=i d y 





dy k 


dx { )A 7 T k + 


H.(-^ + S) d ^ d - + 


s 

KX*<n 


一 P / 

- 务 =1 \ 




dy k 


ay 


dx J A dx 2 . 


这说明，要使普法夫形式 / 满足弗罗贝尼乌斯条件，即存在普法 


夫形式乃使得 

p 〜 

d7T 7 = y]f l k A TrS / = 1 ，…，/>， 

k = \ 
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必要和充分的条件是 


^( p l , 

a ? 


p 




k 






dx 




“）= 1， 


• • • 


n. 


这是普法夫形式 〆 的弗罗贝尼乌斯条件的另外一种表示形式 


现在我们来证明普法夫方程组或一阶偏微分方程组的基本 


定理 • 


定理 （ Frobenius ) 设 R 〃 〃的坐标是 1 1 ，…，/ ， y ，…，/， （7 
是 R 〜> 中一开集， ，…， 户)是 a 上》个普法夫形式，则普法 
夫方程组 


n P 

0J l = ^ l ip l l (x,y)dx i + XV„4^(x ，： y)dy =0,1= 1 ，…，/?， 

1=1 *=1 

其中 det (# u ) 关0,完全可积的必要和充分条件是普法夫形式 o / 
( Z = l ， …， p ) 满足弗罗贝尼乌斯条件. 

证明必 要性： 根据命题6后面的分析，我们知道可以不直 
接去解普法夫方程组 o /=0(/= l ， …， p )， 而是解与它等价的普法 
夫方程组 


n 

7T’ 三 dy — y^jCp 1 , (.Xjy)dx , = 0 ， I = 1 ，…，/?， 

1 = 1 

后者乂等价于一阶偏微分方程组 


dx X 


= cp l 人 oc ， y) ， i = 1 ， … ， w; 


1 ，…， /?• 


如果普法夫方程组 o /=0 U = l ， …， p ) 完全可积，则上述一阶偏微 
分方程组也完全可积.设积分曲面的方程是 

y = y ( jt 1 ，… ， jr n ) ， i = 1， ••• ，/>， 

因此 


沪 y 


() 2 y 


Sx l ^ X J dx J Sx 


i，j = 1 ， … ， w; / = l，".，/). 


因为 


d x x 


cp [(< x ， y、，i 


1 ，…，”； 



，/>， 
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所以 



i，j = l ， ." ， n; / = 1 ，".，/)， 

这就是普法夫形式/(/=1 ，•••.,/>) 的弗罗贝尼乌斯条件.根据命 
题6,普法夫形式 o / U = l ， …， />) 也满足弗罗贝尼乌斯条件. 

充 分性： 用归纳法证明. 

先设 72=1. 普法夫方程组等价于 

k 1 = dy — 〆 （：c，y ，…， y^dr = 0， i = i ，"•，/>• 

对于这种情形，弗罗贝尼乌斯条件不起作用.因为 


d ( p l 


P 


An 1 = ddy — —^—dx A da: — 

dx 


k = 


轰 dy A dr 


2 A dx 

k=i 


p 


3 cp l 


=S A ttS 

k=\ 

所以普法夫形式 7 T Z —定满足弗罗贝尼乌斯条件. 

普法夫方程组…， />) 等价于常微分方程组 


dy 

dx 


，•••， 〆 ）， i = 1 ，•••，/>• 


根据常微分方程组解的存在惟一定理，给出初始 条件： 

jc — x 0 时， y = i = 1，…，户， 

上述常微分方程组存在惟一解 

y = y ( x ) ， i = 1 ，•••，/>. 

设定理在 n = r 时成立，下面要证 明：当 n = r + l 时定理也 
成立. 

给出普法夫方程组 

r + 1 

co l = Dw( xl ，…，/，/十 1 ，y ，…， y^dr’ + 
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p 

，…， /，： T r +1 ， y ，…， y)dy = 0， z = 1 ，…， /?• 

k = l 

假定普法夫形式 o / U = l ， …， />) 满足弗罗贝尼乌斯 条件： 

P 

cW == fk f\ U) k y L = 1 ，…，户 • 

k = l 

令 ( Z = l ， …， />) ，于是得普法夫方程组 

r 

w l = 2 0( ( JC 1 ，…， x r ，: Tp 1 ，y ，… 9 y p )dx , + 

1 = 1 

P 

• 9 x r ,x r 0 +1 ，y ，…， y)dy = 0， z = 1，…， /?. 

^ = l 

从普法夫形式 o /(/= l， …， />) 的弗罗贝尼乌斯条件，我们可以得 
到普法夫形式以（/=1，…，户）的弗罗贝尼乌斯条件 

dj = Yjf l k 八 。/，z = 1，…， p， 

々=1 

其中根据归纳假设，普法夫方 程组以 =0(/=1，…， 
P) 完全可积，即给出初始条件 

X ’ = Xo(i = 1，…， r ) 时 ， y = y k 0 (k = 1，…， p ) 

存在惟一积分曲面 

（ x 1 ， … ， / , xo +1 ， : y 1 ， … ， : y p ) = f l (j^o »**• ^r 1 ， : yi ， … ， 4 )， 

I = 1 ，…， p ， 

即存在函数又 Uz 1 ，…，〆 ，*r5 + 1 ，y ，…，: y p ) (Z = 1 ，…，户）使得 

df l (x 1 ， … ，， W 1 ，y , ••• ,y p ) 

p 〜 

=^ A i C*^ 1 »•** ，: r r ，*r5 +1 ，y ，…， y p )a) k ， I = 1 ，…， /?• 

k = \ 

把上式中的 xj +1 改回成 / + 1 ，命 

f 1 (x 1 ，…， j ：’ ， j： r41 ，y，•••，〆） 

= 户(工 1 ，…，: r r1 ，y，•••，〆）up 1 一 /+ 1 ， 

Ai (: r 1 ，…，〆，〆 ‘ 1 ，y，•••，〆） 
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a Ux 1 ，…，〆 ap 1 ， y ，…， y) I4+ 1 


X 


+1 


CO = Cl) 


x o 


+i—/+i + 0!* + i ix,y)Ax 


r + l 


所以 


d f ( x 1 ，•••， 〆 ，: r r fi ，y ，•••， 〆 ） 

df l (x l ， … ， : r r ， :c5 +1 ， y，•••，：/) U ； +1 -x r+1 + 


U 


c)x 


r+l 


dr 


p 


，…， 〆，: rp 1 ， y ，…， y) 14 + 1 — 1 + 




dx r 


+1 


Ax 


r+l 


P 


Aj(x 1 ， … V 1 ， y ，… jy p )Lco k — ipr +\ ix^y)dx r ^ l ^\ + 


k = 


V dr - • 


dx 


r+l 


因此普法夫方程组 W =0(^=1， …， />) 等价于普法夫方程组 


k Ed /^ jr 1 ，…，: r rfl ， y ，… ， y ) 




3 x r+l 


d ^ +1 + 


p 


y^AU^: 1 ， … ， : r rfl ， y ， … W+i (x,y)dx r 


+1 


0 


k = 


现在我们作 R ” + p 中的坐标变换，令 




X 


k 


y=f k 、 工 

注意， 


X 


y ，…， 〆 ） ，々 = 1 ， •• •，/ > 


p 


df l = D 以 ' 


m = 


3 上 

ay 


p 


I] 又 1 m}:k ， k，l = 1 ，…， /? 


m = 


所以 


UJL 

~ d ? 


p 


， k，l = 1 …， p 


m = 
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因为 det(^C^) 关0,所以 


det (fy 

因此根据隐函数定理，总可以解出 



y 二〆^ 1 ，•••，/+ 1 ，夕 1 ，…， j^)，々=i ，•••， /?• 
这时普法夫方程组/=0 (/=1，…，/0变成 


— A / ( jt 1 ，…，: r r + 1 ，夕 1 ，… >3^ P ^ dx r + 1 = 0，/ = 1，…，户， 

其中 

^’（工 1 ，…， * r r + 1 ， 夕 1 ，…， f ) = ，…，/ + 1 ， f ( jr ， iO , …， 

P 

( p P { x y y ) ]— [ JT 1 ，… , x r " 1 ， 〆 （ JT ，夕）， ... ， 〆 ( JT ，歹） ]• 

k=l 

0^ +1 \_x l , ••• ,x r+l j(p l {x jy) fcp p ix ^y)~], 

普法夫形式 P 应满足弗罗贝尼乌斯条件. 


dK l = ddy 1 - 2 ^rdx i A d， +1 — 公 ^dy k A d/ +1 


而 d 浐 =P+A 〜 Mx r + 1 ， 所以 


d \ 


=~ XI ^dx* A d/ 1 + 2 ^rdx^ +1 A n k 




sx l 

\ W k 


i ，…，/ >• 


如果普法夫形式…， P) 满足弗罗贝尼乌斯条件 


P 


dK l = A 7?S 


1 ，…， /> 


则必须有 




即 P 只是，+ 1 ,夕 
1，…， />) 应写成 


0，/ = 1，…， r ; / = 1，•••，/>， 


,5^的函数.所以普法夫方程组7? / = 0 (/ 


7 T 


dy l -X l (x r ^ 1 ,y l ， … ， ，） cLr …= 0，/ = 1， •••，/>• 
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它实际上就是常微分方程组 

= A z (^ r +1 ，歹 1 ，…， 5 ^)，Z = 1，…，户， 

给岀初始 条件: f +1 = w +1 时， 

y l = / z (xJ ， … ， xS ，工 5 +1 ， yl ， … ， y§)，l = 1 ，…，/>， 

方程组存在惟一解 

y l = /(o ： 1 ， … ， x r ，： c r+1 ,y ,… ， y) = 9 l u r+1 ) ， i= l, 

再从这组方程中解出 y ， …， y ， 我们就得到满足初始条件的积分 
曲面的方程 

y = y (x 1 ， ••• ,x r , j： r+i > ，/ = 1 ，… ，/>• 

定理证毕. 

推论 给出一阶偏微分方程组 

= < p l 人工， y 、 = 1 ，…， n;l = 1 ，”.，/>， 

dx ' 

如果它满足条件 

d ( P l j | d ( P l j k _ 3( P l i I y ' d ( P li k 

3 工 k = i ^ 0C J k = \ dy 

iyj = 1, …， = 1 ，…，/>， 

则这方程组完全可积. 

证明 这个一阶偏微分方程组等价于普法夫方程组 

n 

7r l = dy 1 — 2 cp \ = 0,1 = 1 ，•••，/>， 

1 = 1 

推论中的条件相当于普法夫形式7^0=1，…， />) 的弗罗贝尼乌斯 
条件.根据上述定理，普法夫方程组 V =0( Z =1， …，/0完全可积. 
实例： 解普法夫方程 

a) = P(x yy 9 z)dx + Q(x 9 y 9 z)dy + R(x 9 y 9 z)dz = 0 , 

假定它满足弗罗贝尼乌斯条件. 

解 给出初始 条件： 

当工 = * 3 ：。心二％ 时 jZ = Z 0 9 
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命 CO = CO I y = >0 ，考虑普法夫方程 

aj = P ( xjyojz ) dx ^ R ( x ^ yo ^ z)dz = Oj 

此时〃= 1 ，不用弗罗贝尼乌斯条件.它等价于常微分方程 

dz = _ PCx^yp ^z) 
dr RCx^yo 9 z) 

(如果三0,则这方程变成 dx = 0)， 给出初始 条件: 

当 1 = 了0时 ，2： = Zo ， 

则这方程存在惟一解 


或 


2 ： — 2： 0 = 史（了 ，： y 0 )~(p ( <oc Q ， : y 0 ) ， 


fix,y Q ,z) = z — (p(x,y 0 )=z 0 —(p(xo ^y 0 ) 


因此存在函数; T (: r ，％， 幻使得 


d f A ( jt ^ 3^0 9 z)co • 


现在把: y 。 改回成: y ， 命 


注意 


所以 


X(xjy^z) = 丨 ( 了， 3 ； 0 ， z) I 

f(x,y,z) = f(jc,y 0 ,z) 


yo^y 


yo^y 


CO = CO 


yo-^y 


+ Q ( xjy , z ) dy , 


d/= d/ I y 。〜 + ^dy 

= A ix J yo J z) I y 0 ^yCl) 


y 0 -y + 




^ r 

X ( xjy ^ z ) [_co — Q ( j ：^ y ^ z ) dy ^+ zr^dy 

d y 


因此普法夫方程 co = 0 等价于普法夫方程 


7 r = df — ^-dy + X(jr,y,z)Q(jc,y ,z)dy = 0 


注意 
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ff = If 1 , 0 -，= f z (z-<p(x,y)) 


1 


根据逆函数定理，局部上可以从 


z = f Cx , y y z) = Z— (p(x 9 y) 


反解出 


z = ， y ， z ) ， 


因此普法夫方程 7 T =0 变成 

兀 =dz — I ^ — A [x»3 ； ,0(x ， 3；,?) ) ] |d^ 


dz 一 A (x^y^z)dy = 0 


其中 


ixjyyz) = — X^x, y y (pix, y ,z)~]Q\_x, y ,{p(x y y 


d y 

根据命题6,由于普法夫形式 w 满足弗罗贝尼乌斯条件，所以 
与它等价的普法夫方程；? = 0也满足弗罗贝尼乌斯条件.因为 


d^= dd? — dA A djy =— ^-dx A — —dz A dy 

di 


— ^-dx A dy — —(7? + A djy) A 

dz 

-l^cLr 八 dy + A n » 

dX dz 


所以普法夫形式 7? 的弗罗贝尼乌斯条件是 


dx 


0, 


即函数； T 与变量 X 无关，因此普法夫方程 ；F = 0 可以改写成 

7r=d?—A(^>?)d^ = 0, 


它等价于常微分方程 
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dz 


A (y^z) 


给出初始 条件: 


当: ysy 。 时 ， z = z Q —( p ( x Q jy 0 ). 


这方程存在惟一解 


z = z ~ cp{x y y )= d (< y ) 

或 

z = cp ( x ^ y )+ diy ) j 

这就是过 (* r 。 ，>， z 。） 点的积分曲面的方程. 


习 


题 


设V是 n 维实向量空间 ,{ e x 心，…，匕 } 是它的一组基，命 a = q A …八 


(0< p < Cn ). 设\^中一向量 v 满足 vAa = 0. 求证 ： i ； 是 q ， …，〜的线性 
组合. 

2. 设 V 是 n 维实向量空间， { q ， …， &} 是它的一组基，命《 = & Ae 2 +m + 
e 2r -i 八 e 2 r 求证: 〆 =(?八…八 o ^0， a ： r+1 =0. 

' ~ V ~ • 

r\ 

3•设 a >= 2 a ,> dx 1 A dx ^ , a f> + a }i =0, 求证： 

1 <*<><” 

/ da ；： ■ da 


dco 


E 


___I I ^ a ki 


A dx 7 A d:r*. 


4. 寻找一个 (《—1) 一形式 p 使用 

d^)=djr 1 Adx 2 A ••• A djr". 

5. 给出普法夫形式 a^yzdr+zjrdjy + jrjydz， 求证它满足弗罗贝尼乌斯 
条件，并求普法夫方程 co = 0 的通解. 


§ 2活动标架 


2.1 合同变换群 

定义 R 3 到自身的映射，如果它保持距离不变，则称为空间 
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合同变换 . 

实例： R 3 中的平移，旋转和对某一平面的反射都是合同变换. 
根据这个定义，由于合同变换保持距离不变，它使三角形变成 
与它全等的三角形，因此也保持角度不变，于是也保持两向量的内 
积不变.特别地，合同变换把两两正交的单位向量变成两两正交 
的单位向量. 

下面我们来推导合同变换的公式. 



如图 3-2 所示，设 [0; q ， e 2 ， e 3 ] 是 R 5 的直角坐标系， O 是原 

点，^，心， h 是从 O 出发的两两正交的单位向量.设 

- ► 

r=OP = x l e l +x 2 e 2 +x 3 e 3 , 

即 P 点的坐标是 （ A ， A ，: r 3 )， 经过合同变换： T ， p 点变成 ，点， 

OP f = x\ e x + x\ e 2 + x 3 e 3 . 

现在我们要确定合同变换 了的表 达式 ， EP P 点的坐标 ( A ,： r 2 ，^ r 3 ) 
与对应的，点的坐标 ( i ， x ' 2 ，/ 3 )之间的表达式. 

设合同变换 了 把直角坐标系[0 ; ^，^，〃 3 ]变成直角坐标系 
[ OVW 3 ]， 设 

00 ， = a^ei + a 2 e 2 + a 3 e 3 , 


e；= 


^1/^1 <^2, 右 2 + ^3i^3 » i = 1 ， 2 ， 3 
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由于合同变换保持距离和角度不变，所以 

o 7 ?' = x x e \ + x 2 e f 2 + x 3 ^3 ^ 


OO' + O'P 


3 3 

= + 2 工 〆 ） 

i=l >=1 

3 3 

= + ^ x j a v e i ^ 

*=1 i ， i=l 

因此 


2 = 2(2 a,，, + 化 v, ， 

i=l i=l >= 1 

于是得到 R 3 中合同变换的公式 


x\ = y]a 0 x 7 + a { , i = 1 ， 2,3. 

；=i 

由于 < ， e ， 2 ， e ， 3 是两两正交的单位向量，所以 （％) 是正交矩阵 ， BP 

3 3 

认 = S)* 或 QjiCiki = djk jj^k = 1 ， 2 ， 3 ， 

1=1 i=i 

并且 

A = det(a I> ) = ± 1. 

从空间合同变换的表达式可以看岀，任何一个空间合同变换 
是由下列三种合同变换组合而成. 

绕过原点 O 的轴的 旋转： 

3 

x\ = 2 a o x > “ = 1 »2,3,A = det(a (> ) =+ 1; 

>=i 

平移： 

x i = Xi cii ， z = 1 ， 2 ， 3 ; 

对坐标平面的 反射： 

JC 1 = X\ jX 2 = J02 ，了 3 = — 工 3. 

当 A = + l 时，空间合同变换由平移和绕过原点 O 的轴的旋转组 
合而成，它保持右手坐标系 不变； 当^=一1时，空间合同变换中 
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包括奇数个反射，它使右手坐标系变成左手坐标系. 

注意，每一个空间合同变换： r 实际上由它在直角坐标系 [ o ; 
e l 9 e 2 ，〃3]上的作用所确定，即如果 

丁 0 = 的坐标是 ((2 1， (22 ， a 3 ) ， 

3 

Te, = e\ = a jt e } ,i = 1,2,3, 

>=1 

则： r 的变换公式就完全确定了.因此我们可以用直角坐标系 [ o % 
^ 1 ，/ 2 ，/ 3 ]来表示一个合同变换了.以后我们把 
称为 r 3 中的标架. 

命题 7 R 3 中全体合同变换构成一个群，称为空间合同变 
换群. 

证明因为 

(1) 空间两个合同变换的组合还是一个空间合同 变换； 

(2) 空间三个合同变换的组合满足结 合律； 

(3) 恒同变换/ : /=%(纟=1，2,3)与空间任何合同变换 ： T 
的组合7。了=了。7=7\因此 J 对于空间合同变换的组合来说是单 
位元素； 

(4) 空间任何合同变换一定有逆变换，而且这个逆变换还是 
空间合同变换. 

注意，空间合同变换群可以看成是 R 3 中全体标架的集合，因 
为 R 3 中每一个标架确定了一个空间合同变换. 

2.2 活动标架 

上一小节中我们已定义了 R 3 中一个标架是 R 3 中一点 CT 和 
从 O ' 点出发的三个有序的两两正交的单位向量. R 3 中的合同变 
换群 G 的元素（即空间合同变换）与 R 3 中的标架是 一一 对应的， 
并且对合同变换的组合来讲仍保持对应的关系.因此，我们可以 
把 R 3 中的标架看成空间合同变换群的元素的具体表示. 

从现在起我们把 R 3 中的标架记成 { nq 心心}，其中向量/*= 
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od , e ^ e 29 e 3 表示从出发的三个有序的两两正交的单位向量（注 
意，以后我们不再用上一小节中的符号 〆 i ，<，<). 

设标架 ， e 2 ， e 3 }是变动的，它光滑地依赖于 p 个参数，也 
就是说 ：向量 /*，☆，〜&是 p 个参数 w 1 ， …， 〆 的 CT 5 - 函数， 

r = r ( u l ，…， “ p )， e f = ^( m 1 ，…， w p )，z = 1，2,3， 

称为 /> 参数的 活动标架. 由于 R 3 中的标架的自由度 
为 6( 原点的三个坐标，还有三个欧拉角），所以活动标架的参数不 
能多于6./>参数的活动标架的全体构成空间合同变换群 G 的/> 
维子空间.嘉当 （ E . Cartan ) 的活动标架法的主要思 想是： 通过活 
动标架这个桥梁把微分几何中所研究的图形嵌人到空间合同变换 
群 G 中去，也就是把这图形看成 G 的子空间，然后 G 的性质自然 
地传递到它的子空间上，从而得到我们所要研究的图形的性质. 
这是克莱因 （ F . Klein ) 的爱尔朗根 （ Erlangen ) 纲领的精神在微 
分几何中的体现. 

例 （1) 单参活动标架.给出一条空间曲线 （ O : 

r = r ( s ) ， 

曲线上每一点 rG ) ， 对应一伏雷内标架& G ) (.V) ，& (. v ) ， 其中 

e t ( s ) = 

as 

于是 { r (5) ; e x ( s ) , e 2 ( s ) , h (5)} 构成单参活动标架.因此，一条 
空间曲线 （ C ) 可以看成空间合同变换群的1维子空间. 

(2) 双参数活动标架.给岀一个曲面 （ S ): 

r = r { u , v ) , 

其上选取正交坐标网，则曲面 （ S ) 上任一点处存在三个有 
序的两两正交的单位向量 

e x ( u * v ) = r u / I r M I , e 2 ( u , v ) = r v / | r v | , e 3 ( u 9 v ) = n ( u ^ v ) 9 

其中 是曲面在 r ( M ，* y ) 点的单位法向董. \ r ( u , v )； 
e t ( u , v ), e 2 ( u , v ) 9 e 3 ( w ， t ;)} 构成双参数活动标架.因此，一个曲 
面 ( S ) 可以看成空间合同变换群的2维子空间. 
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e 2 (s) 


I 

ds I 


dei 

ds 


* e z (s) = e } (s) X eo(s) 9 



根据以上分析，要研究空间中图形的性质，首先要把空间合同 
变换群 G 的性质弄清楚.现在，我们已经把空间合同变换群理解 
成 R 3 中全体标架的集合，因此要研究空间合同变换群 G ， 实际上 
是研究与它对应的6参数活动标架 { r ( V ，…， X ； 6 ) ; e ,( v l ,••• )} , 

至于/>参数的活动标架（户<6)则是 G 的/) 维子空间，即 

V 1 = z/ (M 1 ， ••• ， W P ) ， I = 1 9 ••• ， 6. 

所以 p 参数的活动标架可以表示成 

{ r [ i / ( m 1 ,••• 9 u p ) , ••• , v 6 ( u 1 ，•••， 〆 ）]; 
e ^ v 1 ( u l , ••• ju p ) ,••• 9 v 6 ( w 1 ，…， “ p )]} ， 

简写成 

{ r ( V ，…， m p ) ; ^( m 1 ,••• , u p )}. 

对于 R 3 中 P 参数活动标架来说，最重要的有两 个：一 个是活 
动标架的无穷小位移，另一个是它的结构方程. 

所谓活动标架 { rU 1 ， …， V ); & U 1 ， …， V )}的无穷小位移是 
指它们的微分 


dr = 

d^ ( = 


3 

2 co ' ( u , du ) e { , 

i= 1 

3 


i = H 3 ， 


其中 o / ( w ， dw ) 和 W ( ^， dw ) 是系数为 （ w 1 ，…， ) 的 C "- 函数的 
dw 1 ， …， dV 的普法夫形式，它们称为活动标架 （ r ; e ,) 的相对 分量. 
活动标架的相对分量刻画了活动标架的无穷小位移. 

普法夫形式，2,3)不都是独 立的. 由于 q ，心， e 3 是 
两两正交的单位向量，所以 

e { • e, = dij , i,j = 1,2,3, 

微分上式得 


所以 


de { • ej + e { • de ; = 0， 
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即 


所以 


3 



y^jOJ^k • ej + • co)e k = 0, 

k =i k = i 


參 a 參 

0)\ ~f~ Co) = 0 ， 


i，j = 1 ， 2,3. 


cv \ 




CU 2 




col = 


0, 


COl 


Ct >2 


0)2 


Cl>3 y CO 3 


CO \ 


因此相对分量 o/ 和以中，只需用到其中六个 :a/，a> 2 ，a> 3 ，co? ，以 ，a>J. 
实例： 考虑双参数活动标架 

{r(ujv) ； ei(ujv) y e 2 (u^v) 9 e 3 (ujv)} j 

其中 


r = r(ujv) 

是曲面 （s) 的方程，其上已选取正交坐标网. 

ei = r u /\r u \= -^=r, e 2 = r v /\r v \= -^=r ，心 =w ， 

Ve Vg 

其中 £，G 是曲面 （S) 的第一类基本量.注意，由于坐标网正交，所 
以 F=0. 


dr = r u du + r v dv = (y/Edu)e\ + (^/Gdv)e ： 


因而 


oo = ^/Edu^ co 2 = ^/Gdvj co 3 = 0 j 


de x = d(r u / ^/E) 


r^du + r^dv (E w dw + E v dv)r u 


VE 


2 E 


/E 


[(^11 + P\\r v + Ln )dw + ( 厂 I 2 G + 1^2r v + 


Mn)dv']-^(E u du-\- E v dv) • 

2E Ve 


(r l u du + r\ 2 dv 


E u du + E v dv 
2 E 


u 


VE 
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同理 


1 


(r?ldM + r? ^W WE 


XLdu + Mdv)n 


(rh + r! 2 扣 — Eudy 2 ^ E -"- dx； )^i + 
f(n—+n 袖 2 + *w 3 


de 2 = d(r v / \/G) 


(fiz du + ii 2 d ^ 



E 


—( ri 2 ciw + + 


G u du + G v dv 

2 G 


^2 + 


\/G 


(Mdu + N dv) e 3 


但是对于正交坐标网来说 


r l n = 

E u 

2E J 

rfi = 

E v 

2G ， 

r\ 2 

_ E v 
~ 2E 9 

r? 2 = 

G u 

2G, 

•T*22 ― 

g m 

2E y 

r^2 

G v 

2G ， 

= 

L 

—E ， 

= 

M 
一 G ， 



M l 2 = 

M 
—E ， 

A = 

N 

—G ， 




因此 




COl 


0 ， (02 = 0 ， 
1 


VE 


(Ldu + Mdv ) ， 


(1)2 


Vg 


(Mdu + Ndv), 


1 


2 VEG 

de 3 = dn = n u du + n v dv 


(E v du — G u dv) 


• 221 • 



^fj\r u + /ii r v )dw + (/i l 2 r u ^ fi\r v )dv 

— -^(Ldu + Mdv)r u — 去 (Md« + Ndv')r v 

—―-— (Ldu + Mdv)e\ — ―-— (Mdu + Ndv)e 2 


所以 


(03 


VE 


(Ldu + Mdv )= — 


co\ 


\/G 


(Mdu+Ndv) 


Ci)2 


根据命题 4(Poincare 引理），于是有 

ddr = 0， dd^, =0, i = 1,2,3. 

3 

根据 ddr = 0 和 dr = ^co'ej 应用命题5， 

i=l 

3 3 3 

ddr= d( ^co'ei ) = ^ ^ e i ~ 2 ⑴ A de 


3 


3 


X] (d ⑺ , 一 2〆八⑴;) A = 0, 


所以 


daj 1 = 〉 ^ (l)^ A COj y i = 1，2,3 


3 


根据 dde, = 0(f = 1，2,3) 和 dA = y^jCi/iejCi = 1，2,3)，还用命题5, 


3 


3 


3 


dde t = d( ^coiej ) = ^ ^ e j ~ ^ ^ e J 


W w 

(dojJ — co) A ci；{)〜 = 0 ， 


k= 


所以 


3 



八 ， i jj = 1 ， 2 ， 3 


k 
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于是我们得到活动标架的相对分量 0 / 和 d 应满足 
的条件 


3 

do/ = >: d) ] A co) ~1~ u)j = 0 ， 

>=i 

< 

3 

dct»i = 〉: col A co{ 9 i 9 j — 1 ， 2,3. 

k=l 

上式称为活动标架的结构方程. 

实例： 现在我们来讨论双参数活动标架的结构方程.前面三 
个结构方程 


3 


dco 1 = ^]co j /\ 


⑴ i 


1，2,3 


可以用来计算 d ， o / 2 ， d . 例如， o /= 0 所以 


dco 


CO 1 A CO I CO 2 A C02 = 0 


根据嘉当引理，存在函数 aU ， z ;), 6 U ， t ;) 和使得 

col = aco 1 + hi) 2 y 

(Jt)\ = &/ + CCO 2 j 

以后我们将说明系数 a，b， C 的几何意义. 


再设 


因为 



OJ1 = gi(u^v)du + g 2 (ujv)dvj 
co 2 =VGdv, 所以 


OJl = 1 H - ^=TC0 2 9 

sfE 4 G 

八 -( 貪 1 + 舍 H' 
cW=o / A = a, 1 A ( 貪 1 + 奮 / 卜奮 ^ 

从而 


A a> 2 , 
A (o 2 > 


gi _ dco 1 g 2 — dco 2 

/E ^ A a； 2 ^ A OJ 2 
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因此① 



再讨论后六个（只有三个独立）结构方程 

3 

Acv { = > : col /\ coi 9 i 9 j = 1，2，3 • 

*=i 

我们已经知道，它们等价于 

d () =0 ， i = 1,2,3. 

因为 

de { = ^-du + ^- dv , i = 1,2,3, 

cu dv 


所以 dde ,=0 (t = l ，2,3) 等价于 

d 2 e { _ d 1 e { 
dvdu dudv 


i = 1，2，3. 


当/ = 3 时，上式变成 

9n u = dn^ 
dv du 


这就是科达齐-迈因纳尔迪公式.上式等价于 dck 3 =0, 可是后者 
又等价于结构方程 


dct>3 = C03 A CO \ y 

dcot = ^3 t\ Oj\ j 

因此这两个结构方程就是曲面论中的科达齐-迈因纳尔迪公式. 

至于另外一个结构方程 

dco\ = u)\ A 0 J 3 9 

以后我们将指出，它扮演了高斯公式的角色，也就是说，用它可以 
证明： 曲面的高斯曲率只与第一基本形式有关. 


① do. 1 和 dco 2 是 2 次形式，因此可以表示成 cW =f(u l ,u 2 )aj l dco 2 


g(u ] ， w 2 ) 0 ^ A cv 2 t 所以 —J 


dco 1 


A 




八⑴ 2 


g(u l ， w 2 ). 
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下面我们将证明活动标架的基本 定理: 


定理给出六个户参数 ^，…， /( / ><6)的普法夫形式 

(v l (ujdu) , co 2 (ujdu) , co 3 (u^du ), 
coi(ujdu) 9 col (ujdu) 9 col (ujdu ), 

如果它们满足结构方程 


w 

do/ = > : oJ A COj y i — 1 ， 2 ， 3 ， 



〉: ci/i /\ coi ， i ， j = 1 ， 2 ， 3 


其中 


coi co) — 0» i ， j = 1 ， 2 ， 3 ， 

则存在 /> 参数活动标架 

{r(u ] , ••• ju p ) ； 心 （ m 1 ， … ， m a )} ， i = 1 , 2 , 3 , 

它们的相对分量就是给定的普法夫形式 o / 和 d ， 并且满足同一结 
构方程的不同的 f 参数活动标架之间只差一空间位置. 

证明 用给定的普法夫方程构造以 a •和 ^G = l ，2,3) 为未知 
函数的普法夫方程组 

[7T = dr —— co 1 (uydu)ei — co 2 (u 9 du)e 2 — co 6 (u 9 du)e 3 = 0, 

1 7 r, = d^, coi ( w 5 dw) ct/i iu 9 (\u ) 62 一 ct/i ( w ， dw) €3 = 0 9 

i = 1 ， 2 , 3 . 


要判断这个普法夫方程组是否完全可积，必须计算相应的普法夫 
形式是否满足弗罗贝尼乌斯条件，把方程组的左边外微分 一次： 


3 3 

dK= ddr— 2 dco'e, + A de { 

1=1 j=i 


— ^ dco'et + A (tTi + y^jcvjej ) 


2(— do / + a ) 泛 , + 2 ⑷八 〜 


dKi= ddei — ^ ^ e i + A d^* 
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3 3 3 

=一 x) ^ j i e j +2^ a ( 冗 ) + y^j^ e k ) 

.;=1 j=l k = 1 

3 3 3 

= 2 (~ dco- + A COk )ej + A 7T>. 

>=1 k = 1 j=l 

所以普法夫形式 tt 和 ; r ,( f = l ,2,3) 的弗罗贝尼乌斯条件正好是定 
理中给出的条件 

3 

da / = 〉: oJ A Co ) y i = 1，2,3， 

>=i 

•< 

3 

dct»i = 〉: (1)、 oJk ， i ， j = 1，2,3. 

k =\ 

因此普法夫形式 ； r 和 tt,(i = 1，2,3) 满足弗罗贝尼乌斯条件，所以 
普法夫方程组7=0，^=0(£=1，2,3)完全可积.给出初始 条件： 

M , = Mi (/ = 1，2,3)时 ， r = r 。 ，= ( e, )。 （z = 1，2，3)， 

存在惟 一一 组/>参数活动标架 

r = r ( a 1 ，…， u / 1 ) ， = e , ( m 1 ， ••• ， ) ， f = 1,2,3, 

其中条件以+¥=0(/，）= 1，2,3)保证 e } , e 29 e 3 是两两正交的单 
位向量.注意，不同的初始条件意味着不同的初始标架，它们之间 
差一空间合同变换，因此不同的初始条件所确定的不同的解之间 
只差一空间合同.定理证毕. 

2.3 活动标架法 

活动标架法是微分几何中研究空间图形的方法，它的特点是把 
图形的研究安排好一定的程序，然后有步骤地去分析图形的性质. 

在上一小节中我们已经提到， E . Cartan 活动标架法的中心思 
想 是:设 法把所要研究的空间图形嵌入到空间合同变换群 G 中去， 
要达到这个目的，办法是设法找到一族活动标架，使这个图形与这 
族活动标架 一一 对应起来.如果做到了这一点，剩下的问题就是计 
算这族活动标架的相对分量，以及相对分量应满足的结构方程. 

根据以上分析，所谓活动标架法，大体上可以分成以下三个 
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步骤： 

第一步 ：对于 一个/ > 参数的空间几何图形，我们设法找一组户 
参数的活动标架 

{/•(“ 1 ， … ， W P ) ; 右 1 (W 1 ， … ， u p ) ， 

e 2 (u l , ••• ,m p ) , (i / 1 ，…， } ， 

使得它与所研究的图形的元素 一一 对应起来. 

第二步 ：把活 动标架 { r ; 微分一次， 

3 

dr = y ^ jco ' ej ， 

«=i 

3 

d^i = >: ojjcj ji = 1，2,3， 

>=i 

从而得到活动标架的相对分量 

o /( M ， dw)，f = 1,2,3； o ^( M ， dw )， i，j = 1,2,3, 

其中 

coi + co ) =0， i，j = 1,2,3. 

第 三步： 把所得到的相对分量 o/G = l ，2,3) 和 dG ，）= l ，2, 
3) 再外微分一次，从而得到它们应满足的结构方程 

3 

do / = ^ C0 J A ( V { j y i = 1 ， 2 ， 3 ， 

>=1 

3 

= 〉: col A if j = 1，2,3. 

k=\ 

下面我们以空间曲线为例来说明一下这种活动标架法. 

给出一条空间曲线 （ C ) 

r = r(s ) , 

其中5是曲线 （ C ) 的有向弧长. 

第一步，我们设法把 ( C ) 上的点与单参活动标架 

{r( 5 > ； e x (5) , e 2 (s) 9 e 3 (s)} 

一一 对应起来.这一点在上一小节的例子中我们已经做到了，因 
为 r ( 5 ) 就是曲线的方程.然后再命 
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dr 

ds 


dei / d ^! 

d5 / d.v 63 


e x X e 2 y 


换言之是曲线 （ c ) 的单位切向量心是单位主法向量，^是单 
位副法向量. 

第二步，计算上述单参活动标架的相对分量 


dr ^ ^ . d5 
as 


ds ^ e Y , 


所以 

co l = ds^ cv 2 = Oy CO 3 = 0 . 

根据 h 的 选择， q / zMa ，所以 

d^i = co\ €2 9 co\ = 0 ， u)\ = 0 

定义 d =々( 5 ) ds ， 于是得到公式 

心 1 — , / 、 _ 


d-v 


k(s)e 2 ^ 


d^2 ~ CV2 Cl)2 ^3 ^ ^2 = 0 

其中 d = —co\ = ~k(s)ds. 

定义以 = K . Od . s ， 则得到公式 


de 2 

d 5 


— k(s)e x + z(s)e 3 ^ 


最后 


de 


其中 d 


CO \ 


0, 


CV 3 6 \ ~ 1 ~ CV 3 ^2 ^ CO 3 = 0 ， 

— col = — r ( A ) cb ， 于是得到公式 


de 3 = _ 
ds 


z(s)e 2 


根据以上计算，单参数活动标架的无穷小位移公式实际上就 


是空间曲线的伏雷内公式 

dei 

~ d 7 = 

ds 

de 3 

d7 一 


k(s)e 2 ^ 


— k(s)ei + 7 r(s)e 3 ， 


z(s)e 
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第三步，计算相对分量应满足的结构方程.由于的和 W 都是 
单参数普法夫形式，它们的外微分为零，因此对于单参数活动标架 
来说，不存在结构方程.换言之，对于空间曲线来说，有了伏雷内 
公式就够了，伏雷内公式不需要可积条件就能确定曲线的方程. 

§3用活动标架法研究曲面 


3.1 曲面论的基本定理 


现在我们用活动标架法来研究 R 3 中的曲面.设曲面 （ S ) 的方 

程是 


r = r(ujv). 

第一步，寻找一个双参数活动标架 

{r(u 9 v) ； e Y (ujv) ^ e 2 (u ， v) ， e 3 (u^v) >, 

使得曲面 （ s ) 上的点与双参数活动标架 一一 对应起来.为此，我们 
在曲面 （ S) 上选择正交坐标网，然后取/就是曲面的向径 ，并 
且选 A 和& 分別是坐标曲线的单位切向量，再取 G 为曲面的单 
位法向量 M ， 即 


e\ = rj\r x \ 
= r 2 / I r 2 I 



7 g 


广2， 


e z = e x X e 2 = —― =-ri X r 2 

^/EG 



第二步，计算上述双参数活动标架的相对分量.为此，我们对 
活动标架，& }进行微分 


dr = 

co l e\ + a/ 。 ， a / 3 

dei = 

= U)\ €2 Cd\c^ y 

de 2 = 

= Cl>2 ^1 + d 它 3 ， 

de 3 = 

= CO 3 €\ "f - CO 3 ^2 9 


0, 


( 3 . 1 ) 


• 229 • 



其中 =0(^ = 1, 2,3). 事实上，上面的第二、第三式是曲 
面 （ S ) 对于正交坐标网的高斯方程，第四式是魏因加尔吞方程. 

第三步，计算相对分量应满足的结构方程.为此对 （3.1) 再微 
分一次，得到 

da/ = cl) 2 A C 02 9 da/" = co 1 八 ， 
d ⑴ 3 = co 1 A co\ + co 2 A a >2 = 0, (3. 2) 

dct»i = COi A ct>3 9 dct>2 = Ct>2 A COl 9 dct>3 = Ct>3 A (02 9 

其中第四个式子是曲面 （ s ) 对于正交坐标网的高斯公式，最后两 
式子是科达齐-迈因纳尔迪公式. 

从活动标架的基本定理，我们得到用活动标架的语言来表达 
的曲面论的基本定理. 

定理（曲面论的基本定理）给出六个双参数普法夫形式 

co 1 {u , v •, du Av ) , of {u^v;Au<,Av) , co 3 {uyV ； du>,Av), 
co 2 i (u 9 v;du 9 dv) 9 col {uyVyAuydv) , co\{ujV\du,Av ), 

如果它们满足结构方程 （3. 2)， 并且0^+4=0(纟,_/ = 1，2,3)，则差 
一 空间合同确定一个双参数活动标架 

{r(uyv) ； e^Uyv) y e 2 (u 9 v) , e 3 (u 9 v )}, 

它的相对分量就是给出的普法夫形式.活动标架的原点/ *( M ， W 的 
轨迹是一曲面，和正好是曲面的坐标网的单位切 
向量，是曲面的单位法向量. 

3.2 曲面的 第一和 第二基本形式 

曲面 （ S ) : 

r = r(u,v) 

的第一基本形式是 

I = dr • dr= (a ； 1 e t +cu 2 e z ) • (co 1 + cv 2 e 2 ) 

=(a ; 1 ) 2 + (a/ ) 2 ， 

前面我们已经指出 

co 1 = -/Eduj CO 2 = y/Gdv. 
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曲面 （ S ) 的只与和 V 有关的量为曲面的内 蕴量. 例如曲 
面的面积元素 


此外还有 


dA = vEGdu A dv = co l 八 o / ， 



曲面 （ S ) 的第二基本形式是 

II — — dr • de 3 = — (^ 1 e } + co 2 e 2 ) 9 ( o ； 3^i + col e 2 ) 




• col 


— OJ % U)\ Cl) 2 • Ci)\. 

注意 • cvl 9 co 2 - 0 ；! 还有前面的 U 1 ) 2 和 U 2 ) 2 都是表示普通乘 
法，不是外乘. 

因为 


根据嘉当引理 


do ； 


= co 1 A ct)i + a > 2 /\ co I = 0 ^ 


所以 


即 


col — aw 1 bco 2 j col — bco 1 + co; 2 . 

II = a ( co ] ) 2 + • o /+ c ( o /) 2 . 


II = ci • Edu 2 +26 • V ^ Gdwdr + cGCdT ；) 2 ， 

这说明 

a = L / E , b = M / ^/ FG , c = N / G . 


3.3 曲面上的曲线法曲率测地曲率和测地挠率 

我们先规定指标 

i ， j，k = 1,2,3; a ， j 3 ，y = 1 ，2. 

如图3 -3 所示，考虑曲面 （ S )， 仍取正交坐标网 U 、 M 2 )，（ S ) 
上的曲线 （ C ): 
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u a = u a (s) 9 

^ 是 ( c ) 的弧长参数.设 （ c ) 的切方向《与~的夹角为 0 ，在切平 
面上作一向量£，使得 ( Cf ， S ，&) 构成一右手系，则有 

a = e x cos 6+ e 2 sin 0^ 
s =— ei sin 6 + e 2 cos d. 

命 p 和 y 分別为曲线 （ c ) 的主法向量和副法向量， p 为 p 和 e 3 的夹 
角，有 

p = esin e 3 cos cp ， 
y = — ccos (p-\- e 3 sin cp. 

再根据曲线 （ c ) 的伏雷内公式 


da 

d5 

ds 

dy 

ds 




ka+ry 


rP 


有 


da = kdsp 


()fi + 

(coi cos 0 + (i)\ sin d)e ： 


曲线 （ C ) 的测地曲率是 
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k K = kfi • e 


cW + 




CO\ 


ds • 


因为以 和 ch •只与曲面的第一基本形式有关，所以 h 是属于曲面 
的内蕴性质的. 

再考虑曲面的沿 （ c ) 的切方向上的法曲率 


k n = kcos (p = kp • e 3 = ( co 3 i cos 9 + ct ； 2sin d)/dsj 

_ dr _ 
ds 


a 


cos Oei + sin 0 e 2 ， 


dr = cos ddsei + sin ddse 2 j 
cd 1 = cos 汐 di 、 o / = sin 汐 cb ， 


所以 


k tl = ( co 3 i • co l / ds + OJ 2 • CO / ds)/ds 


co 9 C0\ 


3 + o / 


Ct>2 


cL 


于是得到 


k 


n 


n 


最后我们说明一下测地挠率的概念.定义曲线 （ C ) 的测地挠 


率 G 为 




de 3 


£ 


所以 


d.v =— s • de 3 =— s • d(pcos (p + ysin cp) 


再根据曲线 （ C ) 的伏雷内公式 




s • -^-(.pcos cp + ysin cp ) 


e • (^cos cp — fisin <p 年 + ^sin cp - {- ycos ^ — j 


s 


ds 


kcos (pa + rcos ( ff / — fisin <p 


d<p 


ds 


rsin (pp + ycos cp — ) 
' ds f 
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因而 


rcos 2 (p-^r sin 2 cp 


d<p 

Ts 


rsin 2 cp+ cos 2 cp 


Acp 

~ds 


T 


+ 


Acp 

Js 





对于 常数的情形(例如，当 ( c ) 是渐近曲线时 n = o #=~|) ， 


T g =T. 

因为 

~ Ct >3^1 H - Ct »3^2 9 


s=— e ： sin 0+ e 2 cos 0 ， 
r g ds 2 =— (e • de 3 )d5 

=(^i sin d~ e 2 cos d) • {co\e x + ⑷含 )ds 

= (.Ct) c 61 Ct ) 1 62 ) ( COz €j QJs €2) =z Ci/ (l)\ CO^ CO3 . 

嘉当把 

IE = 0 J 2 C 03 _ CO 1 0)3 

称为曲面的第三基本形式. 

in =0 =>L =0=> e 丄 de 3 => de 3 //曲线 （ C ) 是曲 率线. 于是得 
到曲面上曲率线网的方程为 

in = CO 2 col —d) l Ci)l = 0. 


3.4 曲面的主曲率欧拉公式高斯曲率和平均曲率 


在上一小节中我们已经证明 


k 


rt 


II — d(co l ) 2 + 2bu) X co 1 + c(co 2 ) 2 

T = (o/) 2 + (o/) 2 


曲面的主曲率是怂的极值，容易证明它们应满足条件 


1 + boo 2 lxx) X + cuj 1 


CO 


CO 


2 


是， 
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所以 


(a — k) (c — k) — b 2 = 0. 

于是得到曲面的平均曲率和高斯曲率的 公式: 

H = y(^1 + k 2 ) = a ~2 ° 


注意， 


K = k'k 2 = cic — b 2 • 


do>i = cd\ !\ co\ = (aw 1 + bco ^) A ( _ bcv 1 — cco") 
=(b 2 — oc)oj A co 2 j 


所以 


f2 — dco? 

K = ac-b = -y — ― 2 , 

co l\ CO 

因此高斯曲率属于曲面的内蕴性质. 

现在考虑以下 情形： 

( i ) h 和 Q 是主方向，这时 


b = M/ \/EG = 0 ， a = k x y c = k 2 ， 

CVl = k \ CO 1 f Co \ = 々2如 2 ， 

所以曲面的第二和第三基本形式变成 

n =/Mo ； ) 2 +w ) 2 ， 

IE = (々2 —々1 ^ Ct ) 1 CO 2 . 

命 (9 是曲面上曲线 （ c ) 的切方向与某一主方向的夹角，前面已 

证明 

co = cos ddsj co 2 = sin 6ds^ 


所以 

k„ = I = ^icos 2 0+ k 2 sin 2 <9, 

这就是欧拉公式.此外还有 

= dd+ o)i 9 

= (k 2 — k\ )sin dcos 0. 
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(ii) 曲线 （C) 的切方向正好是 q， 这时 0=0. 

cv l = di', a; 2 = 0 ， 

, _ n _ 

— 了 一 <2 ， 

k K (\s = (1)\ j 

_ in _, 

T g j 

(iii) 设曲线 （C) 是渐近曲线，则满足条件11=0,这时 r, = r， 
取 （C) 的切方向为^，则有 a = 0. 

K = k\ki = ac —— b 2 = —— b 2 = —— z\ = —— r 2 ， 

所以 " 

t =dz V — K ， 

这就是恩内佩尔 （Enneper) 定理. 

3.5 曲面上向量的平行移动 

定义设 v (〃 1 ，2^)是曲面（5)上的向量场，命01；是 dv 在 
(S) 的切平面上的投影，于是 Dt; 就是 t; 的绝对微分. 

设 v = Y / v %. 现在我们来计算 Dt ;. 因为 

P 

3 

de a = 2 ⑴ t e j ， a = 1 ， 2 ， 

j= 1 

所以 

2 

D^ a = 2如〜， 

月 =1 

dv = ^ ( dx / e p + i/dgff) 

/? 

= dx/e 3 + dg a ， 

P a 

因而 

Dt; = X) ( dx/ + 2 v a co p a )e^. 

P a 
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命 


Dv = ^] Dz/e 戸， 

从而有 

Dx/ = dz/ + ^y]v a tOg. 

a 

给出曲面 （ S ) 上一条曲线 （ C ): 

u a = u a (s) , a = 1 ， 2 ， 

其中 5 是弧长参数. 

定义曲面上沿曲线 （ C ) 的向量场 t ；[/ G )]， 如果 

瞀=。，或普+ !>室=。，卜 u ， 

a 

即 

. ^ + V 2 ^ = 0j d ^ + v ^ = 09 

as as as d5 

就称 t ； (/( d ) 沿曲线 （ c ) 是平行的.若设 


C^a = 20 、 


y 


则得到平行向量场 t ；= ； Sw ❼应满足的微分方程组 


dv ^ 


告= 0, 


1 , 2 . 


如果在 （ C ) 的一点 Y = u a ( s 0 ) 处给出曲面的一个切向量 


v 0 = ^] voe ^ 则上述方程组对于初始条件 s =知时 z / = M ，存在 
惟一解 


x/ = t /( 5 ), 


沿曲线 （ C ) 的向量场 t ；= 〜平行于给定的向量％，这就称为 

向量 X ；。沿曲线 （ C ) 的平行移动. 

命题1沿曲面上一条曲线平行移动时，保持向量的内积不变. 
证明沿曲线 （ C ) 给出两个平行的向量场，在曲面上取正交 
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坐标网 UW )， 则 


u = u l e x -\- u 2 e 2 y 

V = 

: v l ei + v 2 e 2 . 

以 ， u2 CO^ _ 
ds ds 

= o, 

d。 1 

ds 

+ v 2 f- 

ds 

= 0, 

du 2 , 1 col 

ds +U ds = 

= 0, 

dv 2 

cb 

, 1 col 

+v d- s ~- 

= 0, 


所以 




d 


(u l v l + u 2 v 2 ) 


du l 

ds 


v l + u x 


2 


dv l , du 
d5 ds 


v 2 +u 2 



=(u 2 v l + u l V 1 一 u 1 V 2 一 U 2 V 1 ) = 0. 

ds 


推论沿曲面上一曲线平行移动时，保持向量的长度不变，也 
保持两方向的夹角不变. 

由于沿曲线的平行移动保持长度不变，可以只考虑单位向量场 

v ? = (cos 汐 ， sin 汐）， 


其中0是 t ； 与 h 的夹角.这时平行条件就简化成 


d6 co] = 0. 

特别地，如果平行移动与路径（曲线 （ C )) 无关，则上面的双参 
数的普法夫方程是完全可积的，即弗罗贝尼乌斯条件成立.这时 
do ;? =0,所以 



— dco\ 

co A co 



于是得到 

命题2如果曲面的平行移动与路径无关，则这曲面一定是 
可展曲面. 


我们已经知道，曲面上测地曲率为零的曲线称为测地线，设 J 

为此曲线的切向量 a 与 h 的夹角，因为则测地线 
的方程是 
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AO -\-(o\ = 0. 

于是得到 

命题 3 测地线是它的切线沿它自身平行的曲线，即测地线 
是自平行曲线. 

再设向量场 V 沿测地线平行移动，则 

dd + col =0 ， dd +a>? =0 ， 

其中 0 是与 h 的夹角，&是测地线与 A 的夹角，所以 

d ( d ~9) =0 或 e-d = 常数. 

因为 e—e 是 V 和测地线的切方向的夹角，因此得到 

命题4当向量 T ； 沿测地线平移时，它与测地线的夹角保持 
不变. 

这命题给岀一向量沿测地线平行移动的作法. 

3.6 闭曲面的高斯-波涅公式 

我们已经知道测地曲率公式是 

= Adco\. 

命 G 是曲面上一个单连通区域，假定它的边缘是一条光 
滑的闭曲线，再规定的正方向如下 ：使得 我们按正方向沿曲线 
运动时，区域 G 总是在左边（如图 3-4). 把上式沿 aG 积分得到 



k gds 


dd + 


3G 


CO\. 


(3.3) 


可以看岀 


= 2 兀， 


SG 


并且根据斯托克斯公式 


dol 


Kco 1 A CO 2 ^ 


由此代人 （3. 3) 式得到 


Kco 1 A co^ 


SG 


k K ds = 2 k ， 


这就是曲面论中著名的高斯-波涅公式. 

如果区域 G 的边缘是测地线 ，则匕 = 0,于是有 


KdA = 2tt. 


对于一个闭曲面 M 来说，用一条光滑的闭曲线 （C) 把它分成 
两个部分(^和 G 2 , 根据高斯-波涅公式有 


KdA + 


G i 




KdA + 


G 2 


SG 0 


k^ds = 2 兀， 


k K ds = 2 tt 


由于和 9 G 2 的定向相反，把上两式相加后得到 


KdA = 4tt. 


如果是分段光滑的（如图3-5)，设它在非光滑点处的内 
角分别为 ai，a 2 ，…， a,, ，则 


d6 = 2tc ——2 (7t —— a ,) ， 


因此，高斯-波涅公式应改成 


KdA + 


k K ds + ^ 


ay) = 2 tc - 


设 G 是曲面 M 上由测地线构成的 w 边形（称为测地多边形）， 
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因为匕 =0，则有 


图 3 -5 


n 


G 


KdA = 2 tt - Z (7 ri ). 


特别地，如果 G 是曲面 M 上的测地三角形，则有 


K dA = ( Q ：1 + + 0：3 ) — TC . 


G 


实例 ：（1) 在半径为 r 的球面上 ， K = 4>0, 所以 


KdA 


G 


dA 


X (球面三角形的面积）， 


G 


于是从高斯-波涅公式得到球面三角形的面积是 


A 


•2 


K dA = r 2 (ai + o ： 2 十 — 兀）， 


G 


这说明球面三角形的内角和大于 TT . 

(2) 在伪球面或罗氏平面上 ， K = 常数<0,所以 


KdA = K 


G 


dA = KX (测地三角形的面积）， 


G 


因而测地三角形的面积公式是 


A 


KJ 


KdA 


G 


K 


(丌 


Ctl ~ OL2 


一 ' a 3 ) ， 


这说明伪球面或罗氏平面上测地三角形的内角和小于 TT 
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1. 设曲面的第一基本形式是 

d.s* 2 = Edu 2 + Gdv 2 ^ 


具体计算相对分量并求高斯曲率 K . 特别地，如果 


d 5 2 = 4 


du 2 + dv 2 


[1 — (w 2 +t/)] 


或 d / 


du 2 dv 2 


求证: 



2. 设曲面的第一基本形式是 


d5 2 = [[/( W )+V(x ； )](d W 2 + dv 2 ) , 


计算相对分量 J ,0； ， a >? 和高斯曲率 K . 

3. 设曲面的第一基本形式是 


d5 : 


du 2 — ivdudv-\- Audv^ 

4( w - v 2 ) 


> ir ? ) ， 


计算相对分量 o ；， o /， o >? 和高斯曲率 K . 

4. 在曲面域中，设其高斯曲率为负或零，试用高斯-波涅公式证明不能 
有两条测地线交于两点 P ， Q ( 如第4题图）. 

5. 曲面域 A 为四边形，在顶点 PuPnPnA 的内角设为 h ，/ 2 ， Z 3 ，6(如 
第5题图），试证 


Kco 1 八 a> 2 + 々尺 ds = /】 + /2 + ,3 + ,4 _ 2 丌 . 
A J OA 




6. 设定向了的闭曲面 S 被剖分成几个四边形，而且各顶点正好集聚四 
个四边形（如第6题图），试证这时有 
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(第 6 题图） 

7. 对于定向了的闭曲面 S 上定义的一次微分形式…试证 

% 

d(p = 0 . 

J S 
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第四 3 


整体微分几何初步 


在前几章中我们讨论的只是简单曲线或简单曲面，也就是说， 
我们所研究的只是曲线上同胚于直线上的开线段或曲面上同胚于 
平面上初等区域的部分.因此，我们讨论的只是曲线或曲面的局 
部性质.与此相反，在初等几何与解析几何中，我们讨论的都是三 
角形、圆、椭圆等图形的以局部性质为基础来研究图形 
整体性质的微分几何称；分几何.本章将介绍这种几何的 
初步结果. 

整体微分几何的名称由德国人 W. Blaschke 首先使用.他做 
过一些关于卵形线和卵形面的研究.今天整体微分几何已经与近 
代分析结合在一起，发展成为一个新的数学分支——大范围分析， 
它是近代数学中受人们注意的中心问题之一. 

§1平面曲线的整体性质 

在这一节中，我们给出曲线 

( C ) : r = r ( t ) , / G [“，/，]， 

其中 r6R 2 . 

我们假定曲线是逐段光滑的，即存在参数序列 

a = <. cii <C a 2 <C **• <C h 〈 a ” = b ， 

使得在各区间，七 ^ )0 = 0, 1，2,… ，wl) 上曲线是光滑的，点 
r(^) 称为曲线的 角点. 我们还假定除了角点以外，曲线 （C) 上的 
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点都是正常点，即也就是说，曲线 （ C ) 是逐段正规的. 

如果曲线 （ C ) 是整体光滑的，即不存在角点，而且曲线上每一 
点都是正常点，则我们说曲线 （ C ) 是正规的. 

1.1 旋转数 


给出一条正规的平面曲线 （ C )， 

( C ) : r = r ( t ) , t 6 [_ ayb ], 

首先沿着它整体地定义伏雷内标架场（即在曲线上的每一点 


处定义伏雷内标架）.办法是先沿曲线 （ C ) 作它的单位切向量场 


«(/) 




\ t ) 


然后按逆时针方向把 a 绕切点旋转 f ， 则得到曲线 （ C ) 的单位法 


向量场/!(〖).于是得到了沿曲线 （ C ) 的伏雷内标架场.对于这个 
伏雷内标架场来说伏雷内公式有如下形式 


羊 = Hs) 


dn 

ds 


=—k(s)a. 


和过去所讲的平面曲线的伏雷内公式一样，其中々（5)是平面曲线 
的相对曲率. 

定义 一条正规的平面曲线 （ C ): r = r (/) w «6 称为是闭 
的，如果向 M 函数 r (/) 是周期的，即存在常数 co >0 使得 r(t + co ) = 
rU )， a « b . 具有这种性质的最小常数 o ； 称为曲线 ( C ) 的 周期. 

引理 1 设曲线 （ C ): r = r (/) 是具有周期 w 的闭的正规平面 
曲线，如果把参数换成自然参数，则它的周期是 



L 是闭曲线的周长. 


证明 


s(t + co ) = 



r \ 0 \dt 
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〆（/) 


d / + 



I 〆（/) I d ，， 


因为 



所以 

r(t + co) = r (/) ， 

我们得到 

r (/ + o ») — r (/)• 

s(t + co) = 

所以有 

= L + 

% 

r\t) 1 dt = 

0 


h + sit ) ^ 


r(s + L) = r(s(t) + L) = r(s(t + co)) = r(s(t)) = r(s). 

定义正规曲线 （ C ): r = rG ) 称为简单的，如果向量函数 rG ) 
在一个周期内是——的. 

例1单位圆 r={cos 5 , sin .、•>是简单闭曲线，其周长为 2ir ， 
在 0<5<2tt 范围内，向量函数 

r = {cos 5 , sin 5 } 


是—— 的. 


例2曲线 r = j2cos(^--^), sin 2 (/— 晋 ) 丨不是简单闭曲 


线. 因为当/ = 0和 / = 7 r 时 ， r (/) = {0,0} ，不是一 ■ 一•的. 

定义给岀平面上的正规曲线 （ C ): r = r ( r )， 我们定义从曲 
线 （ C ) 到单位圆 （ S ): r={cos 5, sin 的映射如下 ：曲线 （ C ) 的每一 
点 rU ) 对应惟一的切向 


a(t) 




I 〆 （/)!， 


若把它的起点移到平面上坐标原点处，则它的端点在单位圆 （ s ) 
上，即 «(/) = { cos «/), sin dU)}. 我们把以上从 rU)e ( C ) 到 
aG ) G ( S ) 的映射，称为曲线 （ C ) 的切映射. 


在第一章中介绍过可微函数供 /) 的微分必反映了曲线 （ C ) 的 
切向量 a 的旋转情况.说得更确切一些，从曲线 （ C ) 上一点 出发. 
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沿 （C) 运动时，这一点的切向量 a 与1 轴正方向夹角的变化率就 
是如图 4-1). 于是有 



证明 a(t) = {cos d(t )，sin d(t )} ^ 

n(t)= { cos((9+~|~ ) ， sin (<9+|) 


={ — sin d(t) ，cos d(t)} ^ 

替 = { _ sin ❻ (t) • (t) , cos Oit) • Q r (0 } 

= d\t) { —sin 0,cos 6} =d\t)n. 

根据伏雷内公式，有 


da 

dt 


dads 

dsdt 


k(s)n 


cb 

Jr 
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转数〃 c 为 


n c 


2 丌 i 


w m 垂 

X ] [沒（“汁1 ) — 0 ( aj )^\ 


= o 


其中是曲线 （ C ) 在角点 r ( a 7 ) 处的外角，即为从切方向 bUj -) 
到切方向 ^( a ; + ) 的方向角，我们还要求 一 71<七<71：(如图4 -2). 



从上面的定义，我们可以得到引理2的一个推论 


0(uj ^\) — d{aj ) 


“>+i 


a 

钃 

a 


dd(t) 


' +， H,) ^- r d/. 

t. d/ 


从旋转数的定义与以上推论，我们得到旋转数的计算 公式: 


nc 


- n— 1 r 
^ 7 T j = 0 uj 


jn k(s(t)) ^ dt + ^^aj. 


2tc 


= 0 


例 3 如果曲线 （ O 是整体正规的闭曲线，则它没有角点 


于是 


n-l 


n c 


2 丌 


X][ 没（ “ 汁1 ) — 


= 0 


— 16(b) -O(a)']. 

^ 7 T 
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图 4-3 中分別是旋转数为1， 一 1，0和2的正规闭曲线. 



例 4 设 （ C ) 是平面上的直线三角形，沿它的每一条边0等于 
常数，所以旋转数为 

nc = ^~(ai + «2 + 0*3) — 1. 

Z 7 T 

例 5设 （ C ) 是沿单位圆逆时针绕行 m 次得到的曲线 

r = { cos 2 tc ^ » sin 2nt} , 0 t m, 

其旋转数〜 = m . 

定理 （旋转数定理）设 （ C ): /* = /*(/) 是平面上逐段正规的、 
简单的闭曲线，则旋转数 ^ = ±1. 

证明 1. 我们先讨论曲线是整体正规的情形，移动曲线使曲 
线的始点 r (0) 位于坐标系原点，切向量重合于; r 轴，整个曲线 （ C ) 
在 I 轴上方，并且我们对曲线取自然参数（如图 4-4). 

设 L 是曲线 （ C ) 的周长，如果，我们定义二元向 
量函数 

. 、 r(v) — r(u) 

r 5 

I r(v) — riu) I 

它的定义域是图 4-5 的三角形.事实上， flUa ) 是从/ *(〃） 指向 
r ( z ；) 的单位向量.命 T ；— M ， 则有 fl ( M ， M )= ct ( w )， 这是 r ( M ) 点的单 
位切向量.我们还可以得到 a (0, L ) = - a (0) = - a ( L ). 

设 a ( m ， 以）= { cos (p ( u, v) 9 sin cp (u, v)} , 因为 a (u) = 
<cos d(u) ，sin 0(u) } ，于是得 0( m ) = 9 ?(“， m ) ，因此 
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o 


图 4 一 4 


x 


图4一5 


2nn 


k(s)ds 


dd 


d<p. 


由于 dp 是全微分，所以积分 dcp 与路径无关，因此我们 


得到 


dcp(u^u) 


dcpiu^v) + dcp(ujv) 


= dcpiO^v) + dcp(u^L). 

Jo Jo 

上式中 f 如表示 f 却(0，1；)，也就是当 P 点沿曲线 （C ) 向5增加 

J AB 0 

的方向运动时，向径$所转过的角度，即 cfM ， v ) 表示 fl (0，W = 
M 与: T 轴正方向的夹角.因为曲线 （C) 处于上半平面，$的方向 
总是指向上方，总旋转角应是 ±7T， 其中正负号视 P 点沿曲线的绕 


行方向而定，逆时针时为正，顺时针时为负.类似地， 


^9 


c^U，L) 表示向径 PO 所旋转过的角度，由于 R) 总指向下方，所 

0 

以总旋转角也是 ±71. 由以上的分析可以得到 

2tCWc = (=t 7T) + (± 丌 ) ==t 2 丌， 


• 250 • 


n c =士 L 


2. 以下讨论曲线 （ C ) 为逐段正规的情形.我们将问题转化为 
整体正规来处 理：对 于逐段正规的曲线，在每一个角点 /*(+) 附近 
作一圆，切于这个角点前后两段曲线，用切点间的圆弧代替原曲线 
的切点间的曲线段.于是得到一条新的闭曲线，然后使圆弧的半 
径 r ,— 0,则新曲线趋于原曲线.但是新曲线是光滑的，正规的，这 
时定理成立. 

趋于原曲线时，新曲线的切点间的0的变化转化成为原曲线 


角点 r (~) 处的外角0^，即 



limwc 

r— 0 


lim[ y] (wq + nc .)], 


其中 G 表示角点处的 圆弧. 在时，有 



= ^ (色 +i —dj). 


limn 




2 丌 




所以 


n c = limne 


2 丌 


2 


汁 i 


k(s) 


dr 

dt 




Oj 


± 1 


推论 设曲线 ( c ) 是平面上整体正规的闭曲线，则切映射 ( c ) 


( S ) 是在上的. 

证明 根据 ric = + l 或 一 1，曲线的单位切向量 CfG ) 平移到 
原点后，它的终点正好按逆时针（或顺时针）绕单位圆 （ S ) —周，即 


Q 



0 


k(s)ds = 


2izn c =± 2n 9 


所以切映射是在上的. 


1.2 凸曲线 

定义 一条正规的闭平面曲线称 为凸的 ，如果它位于它的每 
一条切线的同一侧. 

引理 1 平面上一条直线的两侧如果都有简单闭曲线的点， 
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那么它们至少有两个公共点. 

证明 设给出的曲线 （ C ) 的 
方程为 

( C ) : r = r ( s ) = {^( 5 ) , y (. s ) } , 

直线/的方程为 

y = kx + b . 

再设曲线 （ C ) 上两点 5 l 与&分别 
在直线 Z 的两侧（如图4 - 6)，因 图 4-6 

此它们把简单闭曲线 （ C ) 分成两 
部分， [ Sl ，5 2 ]和[5 2 ,5 1 +!^]且（5 1 ，52)门（52,6，1+[) =0. 

曲线 （ C ) 与直线 Z 的交点应满足 3^)=^ rW +6, 令 

F ( s ) = y ( s ) — kzis ) — b = 0. 

由于&两点在直线/的异侧，它们对直线/的离差正负号相 
反，命 

F(ai ) <C 0 , F(s 2 ) > 0. 

由函数的连续性，必有 6 o 6( 5 l ， s 2 ) 使 F ( s o )=0 . 又根据闭曲线的 
定义有 

r(s + L) = r(5 ) ， 

所以 

F(s + L) = F(s) 9 

因此有 

F(sj ~h L) = F(si) <C 0. 

又因为 

F(5 2 ) > 0, 

所以存在使得 f(so) = o. 并且由于 （ h ， s 2 )n 
(S 2 1 S\ L) = 0 » 因此得知 .v 0 7^50 . 

引理 2 平面上给出一条正规的闭曲线与一条直线，则此闭 
曲线上到直线的距离最远的点处的切线必平行于该直线. 

证明 设曲线 （ C ) 与直线 /( 如图4-7)，在 Z 上取一点 O 为原 
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点，以 / 的某一方向为: C 轴正方向，建立坐标系（如图 4- 8)，曲线 
( C ) 可用向量表示为 

(C) : r=r(x) = {x,/(x)} , 




其中 /( i ) 是曲线 （ C ) 上的点到直线/的有向距离.由于曲线 （ C ) 
是正规闭曲线，所以 /( ： r) 连续可微.设在: r Q 点 /(« r ) 取局部极大 
值，则/(^)=0,曲线 （ C ) 在该点的切向量为 

〆= {l ， /’(x 0 )} = {1 ， 0}. 

所以在此点曲线 （ C ) 的切线平行于直线 Z . 

引理 3 设平面上简单的、正规的、闭凸曲线 （ C):r= 7*(5 )， 
其中 s 是自然参数.如果存在一对 
参数使得在 &、 

• S '2 两点处曲线的切向量与： T 轴正向 
的夹角相等[即0( 51 )=0(5 2 )]，则曲 
线 （ C ) 在[ 51 ，&]部分是直线段（如图 
4-9). 

证明因为 0 U )=0 U )， 所以 
a(ii )= a ( s 2 ). 由于曲线 （ C ) 是正规 
闭曲线，根据旋转数定理的推论可知，切映射是在上的，所以存在 
一点&，使得 



a(5 0 ) =— a(5j ) =— a ( s 2 ). 
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因此，曲线 （ C ) 上的点 r(h )，/*( 52 )，/*(5。）处的切线互相平行， 

即 U // k // k . 

由于曲线 （ C ) 是凸的，所以之中必有两条是重合的. 
假设过 A 、 B 两点的切线重合（设此切线为/)，再设 G 是线段 
上任意一点，过 G 作/的垂线 〆 .因为曲线 （ C ) 是凸的，所以，一 
定不是曲线 （ C ) 的切线 （/' 的两侧都有曲线 （ C ) 上的点）.根据引理 
1，，必与曲线 （ C ) 有两个交点，设为 D 、 E ， 它们都在 Z 的同一侧. 
根据顺序公理， G 、 D 、£ :三点之中，总有一个在中间，然而 G 不能 
在中间.我们设 D 在 G 、 E 之间（如图4-10)，则有以下几种 情形: 



1° D 与 G 重合，则 D 在/上，因此可以得知曲线 （ C ) 在介于 

之间的部分是直线段. 

2° D 与 G 不重合，则 D 在 AABE 的 内部. 过 D 作曲线 （ C ) 
的切线广，根据巴士公理，广至少与 AE 、 B £ 之一相交.这时， /" 的 
两侧都有曲线 （ C ) 的点，这与曲线 （ C ) 是凸的矛盾. 

3° 1)与£重合，则 〆 与曲线 （ C ) 只有一个交点，这与引理1 
矛盾. 

由以上分析得到，曲线 （ C ) 上间的部分是直线段. 

乂 A 、 B 两点是曲线 （ C ) 上直线段上的点，在这两点处不能有 
相反的切方向，否则切向量不连续，所以 A 、 i 3 只能是『（和）， 〆 々）， 
r (. s - 2 ) 中/*(^)与 r (5 2 ) 两点，即曲线在[力，&]部分是直线. 
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推论平面上简单的、正规的、闭凸曲线的旋转角 0 U ) 是单 
调的. 

证明如果 0(5) 不单调，则 
存在 一 对参数和.4,及另 一 参 
数5 0 ，5! < 知 < _ S 2 ，使得 6( S X ) = 

沢 6 2 )7^ U ) 这与引理3矛盾（如 
图 4-11). 

定理（凸曲线的判定定理） 图 4-11 

平面上简单的、正规闭曲线是凸 
的充分必要条件是曲率函数 々 G ) 不变号. 

证明必要性设曲线 （ C ) 是凸的，则 Ws ) 是单调的，所 



以々 （5)= €不变号. 


充分性因为 Kd 不变号，所以沢 d 是单调的.我们假设曲 
线 （ C ) 不是凸的，则存在曲线 （ C ) 上一点 A ， 在 A 点的切线/的两 
侧都有曲线 （ C ) 上的点.由于曲线是闭的，所以在/的两侧分别存 
在与/距离最远的点，设为 B 、 D . 过作曲线 （ C ) 的切线 
根据引理2得知 Lj / l 2 // L 既然曲线 （ C ) 在 A . B . D 三点处的切 
线互相平行，那么其中必有两点，在此两点的切方向相同（如图 4- 
12). 设这两点对应的参数分别为&、.、 2 ，且〜< 52 ，所以有(*(.、 1 )= 
a (5 2 ) ，并且 

6( s 2 ) =6( Si ) + 2n 丌 • 



图 4一 12 
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根据旋转数定理，〃只能取为0、±1. 

1°如果 n = 0, 则 ^5 2 )=^ U )， h < s 2 ，这时0在 [ h ，幻] 上的 
值为常值，彡为不单调. 

2°如果72 = 1，则有 

9( s 2 ) — 6( si) = 2 tt . 

因为有 

0(L)-d(0) = 2 tt , 

所以 

0(L)-(9(0)-(9(5 2 )+(9(5i ) 

= (6(L)-6(s 2 )) + OU) _ 沢 0)) = 0. 

由没的单调性可知 


即 


9(L)-0(s 2 ) = 0, d(s,)-9(0) = 0. 


6(L) = d(s 2 )» 6(s } ) = ^(0), 

所以 [0，〜] 与 [ 52 ， L ] 是直线段. 

3° 如果^=一1，则把2°中 Sl 、 s 2 交换位置，可得类似的 


结果. 

总之，无论)，/*(5 2 )把闭曲线（0分成两段， 
而且总有一段是直线.因此，曲线 （ C ) 在点 r (^) 与 r (. s 2 ) 的切线重 
合于这切线所在的直线.换言之，这两点的切线重合，这就与上面 
所说的 / iAJ 是曲线 （ C ) 的不同的切线这一由假设曲线 （ C ) 不凸 
而导出的事实相矛盾，所以曲线 （ C ) 是凸的. 

注意：（1)々（ 5 )>0与 k(s)<0 的差別 
只是在于按顺时针还是按逆时针这样两个 
不同的方向描绘曲线. 

(2) 上述定理中的“简单的”这一条件 
不容忽视，对于有纽结的曲线，它的 0 ⑴虽 
然是单调的，但它不是凸的（如图 4-13). 



• 256 • 



1.3 等周不等式 

我们已知下列事实 ：周长 固定的矩形中，正方形的面积最 
大，周长固定的三角形中，等边三角形的面积最大.现在，我们 
来看周长固定的任意简单的平面曲线的情形. 

定理 （等周不等式定理）设曲线 （ C ) 为平面上周长为 L 的、 
简单的、正规闭曲线， A 是曲线 （ C ) 所包围的面积，则有 L 2 >4； rA , 
其中等号当且仅当曲线 （ C ) 是一圆周时成立. 

证明 由于曲线 （ C ) 是平面上具有固定的有限周长 L 的简单 
闭曲线，所以它必是平面上的有界图形.因此，一定可以作岀两条 
不与 （ C ) 相交的平行直线，使 （ C ) 夹在它们中间的带状区域 
中.将^1 ^2平行移到刚好与 （ C ) 相交的位置，得到 （ C ) 的两条平 
行切线匕与 （ C ) 夹在它们之间.设切点分別为 F = r (0)* D = 
rU 2 ). 作圆 O 与都相切且不与曲线 （ C ) 相交，以圆 O 为原点 
建立坐标系 0-: r ： y ，使: y 轴平行于 / i . 

设曲线 （ C ) 的自然参数表示为 

( C ) : r ( s ) = { x ( s ) ^ y ( s )} , 

其中有 i： 2 + Y = l . 

再设圆 O 的参数表示为 

r ( s ) = {:c(i) , w ( s )}. 

曲线 （ C ) 是简单曲线，因此在图 4-14 中匕 与1 2 山 与/ 4 均不 

重合 J 2 ， Z 3 ， Z 4 为 （ C ) 的外切矩形所在的四条直线），因而 i 与 

士 都不能在整个区间 [0， L ] 上恒等于零，所以曲线 （ C ) 所包围的面 
积为 

CL 

A = xdy = xyds . 

J (C) Jo 

圆 o 所包围的面积为 

rL 

tcR 2 =— ydj ： =— zvj ： ds 9 

• J ( C ) Jo 
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图 4一14 


其中 CT 为圆 O 的圆周，因而 


A + tzR 


2 


0 




0 




0 


(xy — vox ) ds 


I xy — vox I ds 


I 〈 （ i ，》） ，（一 w ， x) > I ds 


又因为有 


〈 （ i ：， 5 ；) ， （一 TINX) 〉 I < I (i^y) I I (— VUjJc) 




y/vu 2 + X 2 = R ， 


所以 


A + tcR 2 < 


Rds 


0 


应用不等式 


V ab ^ 


a + b 


令 a = A ，6 = 7 tR 2 ，则有 
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因而得到 


L 2 > 4tuA. 

如果要使 L 2 =4 ttA 成立，当且仅当上述推导过程中的不等号 
均取等号，即 


ixy — vox ) = | xy — vox | , 

I ((j ： 9 y) 9 (— ZV9J：)) I = I Ci^y) I I (— w,x) | = R. 

这说明向量 （ i ，5 ; )与（ _1 ^，1)线性相关，并且有相同的方向.又 
由于 （ i ：，》） 是单位向量，即 

| (士，夕）|=1， 

所以有 


(— vuyx) = R(ijy). 

比较它们的坐标，我们得到 


x = Ry. 

同时，为使 L 2 =4 ttA 成立，还必须使 a = A，b = nR 2 有相等的 
几何平均值和算术平均值 ， SP 


VAnR 2 = 


A + nR 2 



所以有 

A + nR 2 = RL. 

由于 A 、 L 、： r 都是常数，因此尺值惟一确定，而与 “、“ 的方向 
无关. 

再作曲线 （ C ) 的垂直于6和 Z 2 的平行切线/ 3 和使曲线 
( C ) 介于/ 3 和 h 之间，切点分别为3和£:，作圆 CT 与 Z 3 、 Z 4 都相切 
但不与曲线 （ c ) 相交，以 o ' 为原点建立坐标系 o '— 巧 ，使夕轴平 
行于/ 3 和我们同样可得1 =尺/. 

坐标系 O — JT ： y 与 O f — Jcy 之间的变换关系是 



xcos 


vsin — + 


夕+ 


y = xsin — + ycos — d = jc ~\~ d 
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即 


•r = y — cl, 
y = e — x, 


其中 ^ /和 e 是适当的常数. 

于是有 

jy — d . = X = Ry = — Rr , 

所以 

+ { y - d ) 2 = (尺50 2 十（一 Ri，） 2 = R 2 ( x 2 + 5^ 2 ) = R \ 
这说明曲线 （ C ) 是在 （)一 巧坐标系中，以（0，心为中心，以尺为半 
径的圆. 

推论 平面上周长一定的简单的、正规闭曲线中，圆所包围的 
面积最大. 

1.4 四顶点定理 

现在考虑一类特殊的凸曲线，它的曲率处处不为零. 

定义 平面上一条简单的、正规闭曲线，如果有曲率々>0,则 
称为卵 形线. 

卵形线一定是凸的，因为々不变号. 

定义 在正规的平面曲线上，使曲率取相对极值的点称为 

顶点. 

例 6 椭圆 r(t) = {2 cos /,sin 有四个顶点，对应的参数/ 

胃0■，丌，|丌. 

定理 （四顶点定理） 一 条卵形线至少有四个顶点. 

证明 因为曲线 （ C ) 是闭曲线，曲率 A —定可以取整体极大 
及极小值，设这两个顶点是点 A 和点设曲线 （ C ) 的自然参数表 
示为 

( C ) : r = r (. s ) ， s G [0，_ L ] ， 

并设 A = r (0 )( 如图 4 - 15). 
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图 4-15 


%)<0 


下面我们要证明，如果曲线 （ C ) 只有这两个顶点，就会引岀 
矛盾. 

设/是联结 A 两点的直线.因为我们已经假定只有这两个 

顶点，所以^必在一段曲线上为正，在另一段上为负. 

再设/的方程为 

<r — a^b) = 0 , 

于是在/的一侧有 

(r — a,b) > 0 ； 

在 Z 的另 一 ■侧有 

<r — a,b) <C 0 . 

因此，沿曲线 （ C ) 

k(r — a ， b) 

不变号，于是有 

ri -. 

k(s) (ris) — fl ，办〉 d.s. 尹 0 

Jo 

但是 

k(s) (r(s) — a,b)ds 

Jo 

=[^( 5 ) (r(s) — a ^b)~\o — k(s)(r(s) 9 b)ds 

Jo 

•L CL 

= 0 + (— k(s)a(s) jb)ds = (h ， b>ds 


0 


0 
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d<n,^> = (n ， b) 


= 0 , 


引出矛盾.因此顶点数必须多于 2. 

但是， 〖在每 个顶点处变号，所以顶点数必为偶数.这说明顶 
点数至少为4,即一条卵形线至少有四个顶点. 

1.5 等宽曲线 


设曲线 （ C ) 是一条卵形线， P 是曲线 （ C ) 上一点.根据旋转数 
定理的推论，曲线 （ C ) 上存在一点 P , P 处的切线与 P 点处的切向 
相反，即 

a(P) =-a(P), 

也就是 P 和 P 处的切线平行.又因为曲线 （ C ) 是凸的，在这两条 
切线之间没有其他切线平行此二切线，因此给出卵形线上一点 
有惟——点 P 与它对应（称为 P 的相对点 ）. 

定义 一条卵形线在一点 P 处的 宽度是 P 与它的相对点 P 
的切线间的距离. 

定义 一 条卵形线称为 等宽的 ，如果它各点的宽度相等. 

例 1圆是等宽的曲线. 

例 2三角活塞发动机的活塞是逐段可微的等宽曲线. 

定理 （等宽曲线定理）如果曲线 （ C ) 是等宽的卵形线，宽度 
为 it ，， 则曲线 （ C :) 的长度是 7 m ，. 

证明 如图4 - 16所示，设 P 点的向董参数表示是 P = ， 

P 点的相对点 P 的向量参数表示是其中5是 P 点所对 
应的自然参数，于是有 

r ( s ) — r ( s ) = va ( s ) + wn ( s ) 9 
其中 v = ( r ( s ) — r ( s )* a ( s )) 9 zv =( r ( s ) — r ( s ), n ( s )). 

若以{表示 P 点的自然参数，并注意到 P 点处的单位切向 M 
是一 a(.*0 ，单位法向量是 一 w(.s). 则有 
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图 4 一 16 


a (s) 


比较系数得 


所以有 


dr _ dr ds 
ds civ d.v 

ds d(r + va von ) 

di 


ds 

ds 

d.v 


ds 


(a + va + zun + wh + vd ) 


(a + va + wn — wka + vkn ) 


- 1 


ds 


(1 + i — vuk ) 


d.s 


0 •= ^z(vk + w). 


1 + i — vuk + ^ = 0, 
vk vu = 0. 


因为曲线 （ c ) 是等宽的卵形线，因而 

士 = 0 ，々 〉0 


所以推出 


因此得到 


r = 0. 



1 + 学 =vuk . 

as 

设 P = /*(0 )，P = r ( h ) 或戸=尸(0). 

注意，点 P 有两种向量表示法，在 P = ) 中其参数值是取 J 3 的 

ft 然参数5 =5,. 在 P = r (0) 中其参数是取 P 点的自然参数值 6 = 0. 


于是我们有 


即 




vuk (* v)d 


cLv + 


d : 


cb 


-dv 


ds + 


ds ( s ) 


上式中 


vu 


k ( s)ds = vu 


S1 ， 

o ds 


w 丌 


d 5 是从 P 到 P 的弧长， 


ds ( s ) 


d.s = 




ds 是从 


P 到 P 的弧长.所以曲线 （ C ) 的周长为 


ds + 


d : 


V = 1£；丌參 


1.6 平面上的 Crofton 公式 


平面上的一个点集，如果它构成一条曲线，我们就用这条曲线 
的长度 L 作为这个点集的测度.如果它构成平面上的一个区域， 
我们就用这个区域的面积〃作为相应点集的测度.以下我们讨论 
平面上的一个直线集的测度. 

设在平面直角坐标系 O — 中，有一直线/，它的法式方程为 

xcos 9 + : ysin d = p ， 

其中 p > O , O <0<2 tt . 这样，每一条直线可以用 （ P ， 仍平面上的一 
点表示，于是我们有以下 定义： 

定义（/>，仍平面上的点集的测度为 O — xy 平面上具有 

xcOwS 0 + ys\n d — p = 0 

的形式的方程的直线集的测度. 
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我们要注意的是相重的直线和对应于 （ p ，0) 平面上的点要重 
复计算. 

平面上的 Crofton 公式平面上一条曲线 （ C )， 若与曲线 （ C ) 
相交的直线集为 U ， 

u = {I \ I n ( C ) #0}， 

则有 


n ( l)dp A = 2 L ， 

J u 

其中是直线 / 与曲线 （ c ) 交点的个数（如图 4-17)， d /> A 必是 
集 L7 的面积元素， L 是曲线 （ C) 的长度. 

证明如图 4 -18 所示，设直线/的方程为 


jtcos 汐 + ^sin 0 — p = 0， 



曲线 （ C ) 的方程为 


，: y(5)} ， 


Z 与曲线 （ C) 的交点处有 


x(5)cos 汐 + y ( s)sin 6 — p = 0. 


所以有 


^pcos dds + 4^" s i n ^5 — x ( s)sin Odd + y ( s)cos ddd 
d5 as 
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2 。令 中 = <p — d ， 所以 — 专时有 + 晋时 


有产- 1. 

3°还要注意被积函数 《( Odp /\ d 心其中 《(/) 是直线 Z 与曲 
线 （ C ) 交点的个数.经过变量替换，以心八必替换(1/^必后，由 
于同一直线与曲线 （ C ) 的不同交点有不同的5值，所以后面的积分 
已经把交点的个数计算在内. 

利用平面上的 Crofton 公式，可以近似计算出可求长曲线的 
长度.方法 如下： 

取一族平行线.它们之间的距离为 r ， 然后将它们依次旋转 
； r /4,27 t /4,37 r /4 共得四族平行线.若曲线 （ C ) 与这些直线共有72 
个交点，则曲线 （ C ) 的长度（近似）为 

L = n ( l)dp A dd 

Z J u 

^ 去2”(户’沒)△户 1 2 3 4 5 △久 



| 习 题 


1. 设曲线 （ C ) 是由直线段与两条半径为2的圆弧构成的图形，计算它的 
旋转数（如第1题图）. 

2. 设曲线 （ C ) 是一条闭的凸曲线，如果一条直线/与曲线 （ C ) 交于三点， 
则联结这些点的线段整个属于曲线 （ C )， 因此当曲线 （ C ) 的曲率 k ^ O 时 ，一 
条直线最多交曲线 （ C ) 于两点. 

3. 如果曲线 （ C ) 是卵形线，求证左至少在四点处平行于 a . 

4. 证明略去“闭’’的条件，四顶点定理将不成立.用拋物线 = } 

作反例. 

5. 设曲线 （ C ) 是等宽的卵形线，求证相对点的曲率半径之和是常量. 
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6. 计算 1. 4 中的例 ：搁圆 r = {2 cos /，sin /} 的顶点. 

7. 设曲线 （ C ) 为闭凸曲线，曲线 （ C ) 所包闱的面积为 A ， 用 cr 表示在直线 
I 上的弦长， 证明： 

adp /\ dd = nA. 

/ n ( o 0 

§2 空间曲线的整体性质 

2. 1 Fenchel 定理 

在三维欧氏空间中，考虑简单的、正规闭曲线 （ C )， 并设曲线 
( C ) 是定向的. 

对于空间曲线 （ C ) 上每一点的单位切向量，若把其始点移到 
坐标原点，则过这些单位切向量的终点可在单位球面上画出一条 
闭曲线（厂），这样就确定了从曲线 （ C ) 到单位球面 （ S ) 上的一个映 
射，称为曲线 （ c ) 的切映射，曲线 （ r ) 称为曲线 （ c ) 的切映 射像. 

设 r (. s ) 是曲线 （ C ) 上一点 P 的向径， ce (5) 是曲线 （ C ) 在 P 点 
的单位切向 W ：， 则 P 点在切映射下的像的向径为 ct (.0( 如图 
4 - 19). 

定义一条取 ft 然参数的空间闭曲线 （ C ) 

( C ) : r = r (5 ) ， s 6^ [0, L ] 
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图 4 - 19 


的全曲率是 


k(s)ds ，其中表示曲线 （ C ) 的曲率 


因为空间曲线的曲率 Kd =|6 



da 




，所以 


k(s)ds 


\a\ds= (D 的长度 • 


这就是说曲线 （ c ) 的全曲率等于切映射的像曲线 （ r ) 的长度. 

引理对于空间简单的、正规闭曲线，至少存在一条切线与给 
定的方向/正交. 

证明取/为坐标系的 Z 轴方向.设曲线 （ C ) 的自然参数表 


示是 

(C) : r(s) = {j ： (s) 9 y(s),z(s)} 9 .sG [0,L]. 

因而单位切向量为 


a(s) = {i(s) ^y(s) ^z(s)}. 


根据微分中值定理，存在 5 Q 6[0， L ]， 使得 


但是 


所以 


z(L) — z(0) = (L — 0)z(s 0 ) ^ 

z(L) = z(0 ) ， 


即 


z(s 0 ) = Oj 
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a ( s 0 ) = { ir ( s 0 )，5；(〜），0} ， 

这表示 a (5 o ) 垂直于 z 轴，即与方向 / 正交. 

推论对于空间简单的、正规闭曲线 （ C ) 

( C ) : r = r ( s ) , s 6 [0, L ], 

若任给两个方向 L 和/ 2 ，则至少存在一点5。，使得这一点的切方 
向 cKs 。） 满足 

Z(a ， ,i)+Z(a ， / 2 ) = 丌 . 

证明根据引理，存在曲线 （ C ) 的切方向 a 与方向/ = &+& 
正交，其中 A 和/ 2 是给定的已知向量（可取单位向量）.即 


a • (/i + / 2 ) = 0, 


所以 


a • h + a 


0, 


因而 


cos(a，A ) + cos(a,l 2 ) 


于是有 


o 一 Z(a,Zi) +Z(a ， / 2 ) … Z(a,/i) -Z(a,/ 2 ) _ A 

ZCOS ~ COS jr — U. 

Lj 乙 

因为任意两个方向的夹角总取小于或等于 TT ， 当/(«，[)与 
Z ( ce ，/ 2 ) 均小于 7 U 时，有 


— 7C <C ) — 7T 


即 


TT_ ^ ) — ^ _7T 

2 ^ 2 ^ "2 


所以 




因而由 


得到 


cos Z ( a ^)+ Z («^ ^ 0 

乙 
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Z(a，/i) + Z(a，,2) = 7T. 

当 /(〜/。与/^^/^中有一个等于^心比如 

Z(a ， /i) = 7u 

时有 

a • l\ =— 1 . 

由于 

a • /i + a • / 2 = 0， 

于是有 

a • / 2 = 1. 

可见所给定的两个方向 /, 与 Z 2 方向相反.由引理可知，至少存在 
一条切线与给定切线6正交，这时它必定与6也正交，因此有 

，/i)+Z(a* ，,2)=丌. 

然而，/ («，/,)=/(« ，/ 2 ) = 7T 的情形是不会出现的，因为如果 

=〜则匕与/ 2 方向相同，这与 a 应满足的 

条件 

a • (/i + / 2 ) =0 

矛盾. 

定理 （Fenchel 定理）对于一条空间简单的、正规闭曲线 （C) 

(C) : r = r ( s ) , 5 G [0 ,L] , 

它的全曲率 

•L 

k ( s)ds ^ 27r^ 

Jo 

其中等号当且仅当曲线 ( c ) 是平面简单的、正规的凸闭曲线时成立. 

证明 如图4 -20 所示，设曲线 （C) 上 A = r(0)=r(U，A 点 
处的切向量为 a(0). 

由于曲线 （C) 是闭的，所以一定存在一点 B = r( 5l ) ，使得 

'^(5>ds = k ( s ) ds . (4. 1) 

J 0 Sj 

设 B 点的切向量为 aU)， 根据引理的推论，在曲线 （C) 上存 
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々（ 5)cLs2 丌 . 


(4. 5) 


如果，同样可得（注意 a ( 0 )= a ( L )) 


k(s) d.v 


4 


k(s)ds + 


k(s)ds 


^ Z(a(5 2 ) ， a(h )) + Z(a(s 2 ) ， a(0)) 


于是有 


7T 


k(s)ds 


o 


k(s)ds + 


k(s)ds 


k(s)ds ^ 2tt 


由 （4. 5),(4. 6) 的结果可以看出，总有 


k(s)ds ^ 2tc 


如果 


k(s) ds = 2丌， 


(4.6) 


则当且仅当曲线 （C) 的切线像是两段大圆弧时才成立，这时曲线 
(C) 必是由两段平面曲线组成的闭曲线.但由已知条件，曲线 （C) 
处处都只有一条切线，所以曲线 （C) 一定是平面闭曲线. 

由平面上简单的、正规闭曲线的性质，经适当选择曲线的定 

向有 


n c 


2tcj 




k(s)d 


其中 々Cs) 是平面曲线的相对曲率.我们把它看成空间曲线时，就有 




k(s) d5 = 2丌， 


所以 




0 


k(s) — k(s))ds 


k(s) di' — 




k(s)ds 
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= 2 tc — 2 tc = 0. (4. 7) 

然而被积函数 | k 5 ) I 是连续并且是非负的，所以当且仅当 

| 々(5) | = k ( s ) 

时 （4. 7) 成立，即 

k ( s ) ^ 0, 

所以曲线 （C) 是平面凸曲线. 

另外，对于逐段正规的闭曲线，我们考虑 


k ( s)ds + XI ， 

Jo , = 1 

其中 ft 表示在各顶点的外角. 

可以证明，对于一条逐段正规的闭曲线，也有 

、(5油+ Y \ d t ^ 2 tt . 

Jo , 

(参阅白正国，关于空间曲线多边形的全曲率，数学学报，6(1956)， 


7(1957).) 

例给出的曲线 （ C) 为椭圆 

r ( t ) = < 2cos /，sin ，，0}, 0 ^ ^ 2 tc . 

设曲线 （C) 的自然参数为5,由曲线的对称性得到 


k ( s)ds 


(C) 


k ( s (, t )) 




l k(s) ft dt 


由于 



y / 4sin 2 1 + cos 2 / ， 


因而 
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k ( s ( t ))= - - -- 

(4sin 2 / + cos 2 ?) 3 



k ( s ) ds = 4 




0 



Lm 


0 


2 d / 

4 sin 2 / + cos 2 1 

2 sec 2 / 1 
1 +4 tan 2 / 




如图 4-21 所示，给岀 R 3 中的单位球面 （ S )， 设 （ S ) 上一个定 
向大圆所在的平面的单位法向量为趴选 
取 w 的方向与大圆的定向构成右手系，始 
点置于球心）.我们用表示这个定向 
大圆，用 W 表示 w 的终点，它是单位球面 
( S ) 上一点，称为大圆 Wi 的 极点. 因此， 

给出一个定向大圆，惟一地对应一个极点 
W ， 反之任给 （ S ) 上一点 W ， 则惟一确定 

( S ) 上一个定向大圆，它以 W 为极点. 

下面我们给出单位球面 （ S ) 上定向大圆集的测度的概念. 

定义 单位球面 （ S ) 上满足某些条件的定向大圆集的 测度， 
就是它们所对应的极点所构成的 （ S ) 的子集的面积. 

必须注意，相重的大圆所对应的极点在计算面积时应重复 
计算. 

设点 W 6( S )， 它所对应的大圆为曲线 （ C ) 是单位球面 
( S ) 上的一条正规曲线，用表示曲线 （ C ) 与大圆 wi 的交点 
数，有时为了方便，简记为 〃( W )， 略去下标 C . 

球面上的 Crofton 公式 设 （ C ) 是单位球面 （ S ) 上的长度为 L 
的正规曲线， （ S ) 上与曲线 （ C ) 相交的定向大圆集（相重的大圆重 
复计算）的测度是 4 L . 即 

u= {w e (s)|w 丄 n (c) 关 0 }， 
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囑 

n ( W)dA = 4 L , 

%/ 

u 

其中 《( w ) 是大圆与曲线 （ C ) 交点的个数， dA 是极点所构成的子 
集的面积元素（如图 4-22). 



证明设曲线 （ C ) 的自然参数方程为 


(Or = r(s) , s G [0， L ] ， 


切向量为 


dr 

3? 


(4. 8) 


命 a(s)=r(s) Xa (5) ，则 [ r ( s ) m(s) 、 a ( s )] 构成单位正交标架•又 
因为 


da 

ds 


所以 


da I 、 

d7 = ^* +Aa 


(4. 9) 


但是 r (5) • a (、 v )=0, 因而得到 


r • a f r • a = 0 


即 


a =- 1 . 


(4. 9) 式点乘 r ， 并利用上式可得 
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所以有 


fl =一 1， 


da 

di 

由 a(5) =r(s) XcKs ) 可得 


r(s) + Aa ( 5 ). 


(4. 10) 


孕 = ^Xa(s)+r(s)X^ 

d5 d5 as 




r(s) X \(s)a(s) 




X(s)a(s). 


(4. 11) 


这样， （ 4.8) ，（ 4. 10),(4. 11) 组成类似于伏雷内公式的 分式 : 


dr 

ds 

da 

ds 

da 

d ； 


a 


+ Aa 


— Aa . 


设曲线 （C ) 的切向量(*和 Wi 在/ *( 5 ) 点的切向量 6 的夹角为 


…则有 


W 


cos ( 晋 — 9?)a + sin(y — (p〉a 


= (sin cp)a + (cos cp)a. 

向量 w 定义了映射 [0 ， L]X[0,2tt]—(S) 如下： 

w{s y (p) = sin (pais) + cos (pais) 

映射 w 的像集是 u , 所以 


• 

% i 

4 

2n CL 

dw 

dw 

v 

U 

n(W) dA = 

《 

) J 0 

J ： s X 

d(p 


cbdp 


•2n「L 

I sin cp I dsd(p 

J 0 J 0 


L 


m 2n 


0 


sin cp I A(p 


4L 


•五 

T 


o 


sin cpdcp = 4L. 
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球面上的 Crofton 公式对逐段正规的曲线 （ C ) 也成立.因为 
定理对曲线 （ C ) 的每一正规线段成立，所以把各段加起来以后也 
成立. 

2. 3 Fary-Milnor 定理 

定义 对于一条空间闭曲线 （ C )， 如果存在一个——连续 
映射. 

D—R 3 (其中 D 是平面上的圆盘），使得曲线 （ C ) 正好是 D 的 
边界在此映射下的像，则称曲线 （ C ) 是一条不打结 的曲线 ，否则称 
曲线 （ C ) 为打结 的曲线 （如图 4-23). 



下面我们利用球面上的 Crofton 公式证明 Fary-Milnor 定理, 
它是 Fenchel 定理在打结曲线上的推广.我们先证明下述两个 
引理. 

引理1 如果正规闭曲线 （ C ) 在切映射下的像 （CT )含在一个 
闭半球内，则 ) 必在以此半球的边界的大圆上. 

证明 若 ( C * )包含在以 N 为北极的闭半球内， N 所对应的 
向径为/ I ，则有 

0< Z ( w , a)<y (其中 a 为曲线 （CT ) 的向径）， 

所以 
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而 


n • a > 0 , 


(n • a)ds = n • r ( s)ds = n • r ( s ) = 0. 

Jo Jo 0 

由于被积函数连续、非负，所以 

n • a = 0 9 

BP ( C *) 在赤道上. 

推论1 一 条正规闭曲线在切映射下的像不可能包含在一个 
开半球内. 

推论2 — 条正规挠闭曲线在切映射下的像不可能包含在一 

个闭半球内. 

证明如果曲线在切映射下的像包含在一个闭半球内，则根 
据引理，它必包含在赤道上，因而原曲线是平面曲线，与已知条件 
矛盾. 

引理2设 （ C ) 是正规挠闭曲线，其切映射的像为 （ C * )，则 

u = {w e (s)|w 丄 n (c*) 关 0} 

与 

( s > = {p e r 3 \op\ = i} 

相等. 

证明先证以匚 （ s )， 这是显然的，因为 

u = {w ^ ( s ) iw 丄 n ( c *) 关 0 }. 

再证 （ S ) CZL /. 用反证法. 

设恥6 ( S ) ， 但于是有 

w 0 丄 n ( c *) = 0. 

这时曲线 （ C ) 的切映射的像 （CT ) 不与 （ S ) 上某一大圆相交， （ C # ) 
必包含在一个开半球内，这与上述推论1矛盾，所以 （ S ) CIL ；. 

从而得到 U =( S ). 

定理 （ Fary-Milnor 定理）设曲线（0:/*=/*(5)，56[0，[]是 
一条打结的、简单的、正规挠闭曲线，则它的全曲率 
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证明 

如果 


k(s)ds ^ 47T. 

(C) 

用反证法. 


k(s)ds <C 4丌， 


(C) 


命 ( cr ) 是曲线 （ c ) 在单位球面 （ s ) 上切映射的像，则根据球面上 
的 Crofton 分式，有 


4」 


n c * (W)dA = L 


k(s)ds <C 4tc 


u 


(C) 


因此，至少存在一个向量 W Q ， 使 ( W Q )<4, 否则 


4 J 


n c m (W)dA 


j 

u 


n c ， (W)dA 


(S) 



(S) 


dA 


4 • 4k = 4 兀， 


上式中的积分区域 U ， 根据引理 2 就是 （ S ). 


作函数 


f(s) = r(6) • w 0 ， 


它是 Ks ) 在 w Q 方向上投影的长度（如图4-24)，我们把 / G ) 称为 
高度函数. 
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图4 - 24 





因为 /(6)= a (.0 • w Q 所以 / W =0 等价于 cr ( 5 ) 与 w () 垂直，即 
此点的切映射的像在以 w 。 为极点的大圆上.由 ( W 0 )<4 
可知，使 / G ) = 0 的点至多只有三个.如果这样的点有三个，由于 
/(.0定义在闭区间 [0， L ] 上，有极大值和极小值，设 

f(s) I max = f(s 2 ) = H 2 , 

f(s) I min = f(si ) = H lt 

如果还有一点 S 3, 使得/(5 3 )=0,则它只能是/(6)的逗留点，而 
不能成为极值点，否则由于两个极大点之间至少有一个极小点，两 
个极小点之间至少有一个极大点，因而至少有四个极值点.这与 
( Wu )<4 矛盾.因此在曲线 （ C ) 上，高度函数的极值点只能有 
两个. 

对介于与 H 2 之间的每一个数 / z ， 可作一高度为 A 的截面 
r (.) - 以下我们说明这个截面只与曲线 （ C ) 有两个交点. 

至少有两个交点是清楚的，因为从最高点按曲线的定向到最 
低点时，至少要与截面有一个交点，设交点为 h ，另一方面，从最 
低点顺着曲线的定向到最高点时，又至少与截面交于一点，设交点 
为 P 2 . 如果曲线 （ C ) 上还有一点在截面上，不妨设这点为 P ， 且 P 
是从厂到的弧段中.由于 

/(Pi) = /(P )， 

由中值定理知道，在曲线 （ C ) 的开弧段5中，必有一个极值点（如 
图 4-25). 

同样，由 

/(P) = /(P 2 ) 

得知，在曲线 （ C ) 的开弧段$中也必有一个极值点.再加上最高 
(低）点，曲线 （ C ) 上就有三个极值点，这是不可能的，所以截面上 
只有两个曲线 （ C ) 上的点. 

把％的每一个垂面与曲线 （ C ) 相交的两点联结起来后，得到 
一族平行弦，再取 H , H 2 为直径作圆盘 D ， 以上垂直于％的平面 
也与圆盘 D 相交成平行弦（如图4 - 26). 我们定义如下的拓扑映 
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图 4-25 


图 4-26 


它把圆 D 的平行弦映为曲线 （ C ) 上的平行弦，于是曲线 （ C ) 是圆 D 
的边缘在 p 下的像.所以曲线 （ C ) 是不打结的曲线，与原假设 
矛盾. 

2.4 闭曲线的全挠率 

# 

与全曲率类似，我们考虑一条空间闭曲线的全挠率. 

定义 一 条空间闭曲线（0 : /*=/*0)，0< 5 <1^，4 5 )是它的挠 

率，称 

•L 

f = r(5)d.s' 

Jo 

为曲线 （ C) 的全挠率 . 

空间闭曲线的全挠率的取值可在正负无穷之间，即全挠率没 
有上限和下限.但对于球面闭曲线，其全挠率为零，为证明此结 
果，我们先给岀下面两个引理. 

引理 1半径为尺的球面上一条闭曲线 （ C )， 经相似变换到单 
位球面 （ s ) 上，其像为 （ r )， 则 （ c ) 与 （ r ) 有相同的全挠率（如图 
4-27). 

证明 设 ( D 的方程为 r = r (5)， 则 （ C ) 的方程为 〆 =Rr(s). 
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所以 


rc(5) 


丄 ( rr # r ) 

頁 (rX r ) 2 


丄 ( r^r ) 

^ (r ) 2 


1 

R z 


(s). 


由于这一映射是保形映射，所以两球面上的第一基本形式成比例 

鲁 

比例系数 为尺. 因而曲线 （ c ) 上的弧长，=尺 5 ,所以有 

rL 1 


fc 


0 


R 


Tr^ds 


r r ds 


0 


Tr 


引理 2 单位球面上的曲线 （ C ), 若 t 关0,则 


k 


k 


T 


kk 


£ 


k Vk 


1 


其中 £=±1. 


证明设单位球面上的曲线 （ C ): r = rG ). 由于 


1， 


从而有 


a 


0, 


所以 


a • a + r • kfl 


0 


即 


1 +kr 


0. 


•kr • kr • p + • 》= 0, 


由上式得 
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利用伏雷内公式，化简后得 


— 4- + kzr •y=0. 
k 

若令 M = —r ， 由于 


则有 


= ky ^ n = — kr • y ， 


去+ < = 0. 


但是单位球面上曲线的法曲率1=1，并且由于 

kl + k\ = k 2 ， 


所以 


k g = e \! k 1 — \、 e =± 1. 

因此 当心关 0时，有 

• • 

k k 

T =— tt - = — e - ：-■ 

kk ^ k Vk 2 - i 

定理 球面上正规闭曲线的全挠率等于零. 

证明 把所给出的球面闭曲线作空间相似变换.变到单位球 
面 （ s ) 上，则得单位球面 （ s ) 上闭曲线 （ r ). 由引理 1 可知，原曲线 
( c ) 与 （ r ) 有相同的全挠率. 

1°设在整个闭曲线 （ r ) 上匕关 0 ,则心恒为正或恒为负，这 
时 ( r ) 的全挠率 



kds 

Vk 2 - 1 


L 

= earccsc k(s) = 0. 

0 


2°设在闭曲线 ( r ) 上的一些点处心= 0 ,这时假定在 
上有有限个这样的点.例如 — 各点 h = 0 .因 

而在开区间 ，. s ) 里 h 不变号.若在闭区间 [. v ~ i ，&] 上心= 0, 
则该区间对应 （ r ) 上的是一段测地线，即大圆弧，因而是一段平面 
曲线， r =0, 所以 
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zds = 0. 

若在开区间 上匕 总大于零或总小于零，则 e 值固定， 



zds = — 


kds 


h k Vk 2 -1 


= earccsc k{s) 



= 0 . 

把各小区间上的积分相加，得 ( r ) 的全挠率 


r = zds = zds = 0. 

Jo ，- =1 s f -i 

W . Scherrer 在 1940 年证明了这个定理的逆定 理：若 JVf 是三 

维空间的曲面，对曲面上的任何闭曲线有 rd 5 = 0,则 M 是平面 

% 

片或球面片.我们在这里就不再讨论了. 



1. 命 （ C ): r = r ( 5 ) 是空间曲线.设是一正实数，求证曲 


线 （ C ) 的长度至少是 27 T 尺. 


2. 考虑第2题图中一条由三个半径为2的圆弧构成的逐段光滑的平面 


正规非凸曲线 （ C )， 计算曲线 （ C ) 的全曲率. 

3. 命 ( C ) 是单位球面上的曲线，它的方程是 

r = {cos 5 ^ sin 5,0} ,0^5^ 2 tz . 

验证 Crofton 公式对曲线 （ C ) 的正确性. 

4. 证明 ：对于 球面上任意闭曲线有 

[( r / k)ds = 0, 



其中 r 是曲线的挠率4是曲线的曲率. 
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§3 曲面的整体性质 


3.1 曲面的整体定义 

定义 R 3 中的子集 M 称为简单曲面或简称为曲面，如果在 
R 2 中存在一组开 集似丄 6 A 和相应的映射 M a C = R 3 使得 
1°每一个映射人： M fl = /( R ) CM 是 R 2 中的开集到 
M 的子集]^的 同胚； 

2° { MJ 构成 M 的开覆盖，即 U a ^ M a = M ， 其中 M a 称为 M 
上的坚标域， 

U a = /7 1 ：^a U a 

称为 iw 上的坐标函数， M 上的全体坐标域和坐标函数的集合 
{( M a ，0^} 称为 R 3 中曲面 M 的图 册； 

3°若从门^关0，对于 MaflM # 中的点有两种坐标（如图 
4-28) 



图 4-28 


(7 a CR 2 ， 

M 广 WCZR 2 ， 

则存在同胚 

o u : 1 ： u a (M a fl — u^(M a f| , 
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如果 R 〜 （ M a ) 和％ = 〜 （ M #) 上点的坐标为 U】 ， Wfl 2 ) 和 

(4 ，4)，那么上述映射可表示为 

= u^(ul ,u 2 a ) , i — 1 , 2 , 

这是从门^上局部坐标变换公式. 

定义 设 R 3 中曲面 M 的局部坐标变换公式中，所有函数都是 
C 类的，则 M 称为 C 类曲面. 以后我们讨论的都是 CT 类曲面. 

例 1球面 

考虑 R 3 中的球面 （S):*r 2 +y+z 2 =r 2 , 取 （S) 的两个开集 

Si : | (x,y,z) 6 (S) 2 ： < y J , 

s 2 : ，： y ， 2：) 6 (s) 2 ： >— y I, 

构成了球面的开覆盖. 

用球极投影定义坐标映射如下（如图 4-29)： 以北极 N(0,0,r) 
为投影中心，把 S 投影到 R 2 = Qt 3； 平面，于是得到坐标映射 



5(0,0,- r ) 
图 4-29 


即 


u\ : Si—R 2 ， 



所以有 
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同理 


u\ = 


rx 



u \ 


ry 


z 


再以南极 S ( 0 , 0 ，一 幻为投影中心，把 S 2 投影到 R 2 = Oxy 平面， 
对应的坐标映射 


U2 : S2 — R “， 


于是有 


U 2 


rx 


r + z 


j u \ 


ry 


r + z 


这时要考虑将 S !、 S 2 投影到 Oxy 平面上时，其像是否为 R 2 
中的开集.对于函数^ :&—只 2 ,求其逆函数，即从函数表达式中 
解岀 J ：、）、 2 .将 


u\Cr 一 z ) 

x = — ^ r —及 3； 


2 


(r — z ) 


r 


代人方程： r 2 +： y 2 + z 2 = r 2 , 得 


( m 1 ) 2 (r — z ) 2 . ( a ? ) 2 (r — z ) 


2 



+ z 2 = r \ 


于是得到 


z 


r [( M ；) 2 + ( W 5 ) 2 - r 2 ] 
ui ) 2 + U ?) 2 +r ’ 


x 


u \ (r — z ) 


2 r 2 u \ 


r 


( W |) 2 + ( M ?) 2 + r 2 


: V 


u \( r ~ z ) 


2 r 2 u \ 


r 


( u \) 2 + U ]) 2 + r 2 


因为 


(«!) 2 + (^) 


2 


r 2 ( x 2 + y > _ r 2 ( r 2 - Z 2 ) _ r 2 (r + z ) 


( r - z ) 


2 


(r — z ) 


z 
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< 



= 3 r 2 , 


所以 R 2 中的开圆盘 （ d ) 2 + U ?) 2 <3 r 2 , 是开集. 
同理，对于 w 2 ： S 2 — R 2 解出： r ，： y ，〜 

_ 2 r 2 u I 

X = (u\) 2 +(u 2 2 ) 2 +r 2 ' 

— 2r 2 u I 

y= U ) 2 + ( W ) 2 +， 

•• _r[r 2 — (mJ) 2 — <W 2 > 2 ] 

Z= U ) 2 + ( d ) 2 + r 2 ， 


所以 l / 2 = w 2 ( S 2 ) 也是 R 2 中的开圆盘 U 〗） 2 + ( d ) 2 <3 r 2 , 也是开 
集，因此球面是简单曲面. 


对于 SiHS 上的点 


{x,y,z) x 2 ~\~ y 2 + z 2 = r 2 , — - 


有同胚映射 


W 2 


U\ l ：U i —► U2 j 


相应的局部坐标变换公式是 


ul 


r 2 u\ 


(u\) 2 + ( Mi ) 2 




r 2 w ? 


( wj ) 2 + ( w ?) 


这是 cr 类函数，因此球面是 cr 类曲面. 


例 


二次锥面（如图 4-30) 

<(x,^^)eR 3 |x 2 +y-z 2 =o}, 


取开集族 


Cj : { {xyyyz) 6 R 3 I 了 2 + y — z 2 =0，0 ^ z < e} 


• 289 • 




图 4 - 30 


Cl : ( ( x ^ y . z ) 6 R 3 | :r 2 + y — z 2 = 

= 0 ， 0 < z < } ， 

C \ : < ( x , y 9 z ) G R 3 1 1 2 + ： y 2 — 之 2 = 

= 0 ， e < 2 ： < 0} ， 

Q : { ( xyy , z ) 6 R 3 | «r 2 + y — 之 2 = 

: 0 , — ne <i z ^ 0 }, 

用垂直于平面的投影定义坐标映射 如下： 

: C \ — ► R 2 y 


x l = x , y l = y , z l 

= 0 , 

u{ : C { - ► R 2 ， 


x J = Xy y = yj z J 

= 0. 


由于 

( x 1 ) 2 + (y ) 2 = x 2 + y 2 = z 2 < I 七 1 2 ， 

所以是开圆盘，是 R 2 上的开集.这样就整体地定义了锥面. 
对于函数 

( u \) 1 7 ( jt 1 ) 2 + ( y ) 2 ， x = x { , y = y l 

在 （0,0) 点不可微，故函数 
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w 卜 （ wr 1 

在 c ； nc { 上不是处处可微，所以二次锥面不是光滑曲面. 

3.2 曲 面的一 般性质 


(1) 曲面的定向性 

定义曲面 M 称为（可）定向的，如果它的局部坐标经过适当 
排序后变换公式的雅可比行列式恒大于零，即 


^( U 2 9 uj ) 

实例球面是可定向的. 
由球面的局部坐标变换公式 


>0 


r 2 u\ 


(w [) 2 + (wi ) 2 


u \ 


r 2 u\ 


Ui) 2 + U?) 2 , 


可得 



du\ 

dul 

C^^ll\ 9 U 2 ) _ 

du\ 

dll\ 

d(u\ , U\ ) 

du\ 

c^u\ 


d u \ 

^u\ 


r 2 [U?) 2 — Ui) 2 ] 2r 2 u\u\ 

_ [ U !) 2 + U ?) 2 ] 2 _ [( W !) 2 +( W ?) 2 ] 2 

= 2r 2 u\u\ r 2 [Ui) 2 — ( W ?) 2 ] 

_ [( W !) 2 +( W ?) 2 ] 2 [( ui ) 2 + (^) 2 ] 2 

= - ^_<0 

[ ui ) 2 + u ?) 2 ] 2 ^ U * 

改变坐标 （4， W ) 的次序，则雅可比行列式恒大于零 • 

(2) 曲面的紧致性 

定义 一 个简单曲面是紧致的，如果它是 R 3 中的紧致子集. 
根据有关紧致集的性质，容易得到紧致曲面的等价 定义： 

1°曲面是紧致的，当且仅当它的任何一个图册都可以只包 
括有限个坐标域. 


• 291 • 



2° 曲面的任何一个开覆盖，都有有限子覆盖，则曲面是紧 
致的. 


3°曲面是紧致的，当且仅当它是 R 3 中的有界闭集. 
例 3 球面是紧致曲面，因为它是有界闭集. 

例 4 椭圆拋物面不是紧致曲面. 

椭圆拋物面的方程为 


2zy 


取坐标域 



M n = e R 3 

其中 n = 1 ， 2 ， 3 ， • • • • 

坐标映射为 






2z^z <i n 




: —>■ U„ ^ R ", 

= x, ul = y. 

在这个图册里，坐标域的个数是无限的，且不可能只取出有限个而 
构成曲面的图册，所以椭圆拋物面不是紧致的. 

设 M 是 R 3 中的紧致曲面，它必在 R 3 中有界，令 

E r = \p e R 3 \\OP\<r], 


则存在最小的正数 r ， 使得 MCS ,.， 于是我们有 


命题 M 是 R 3 中的紧致曲面， r 是使得 MC 艮的最小正数， 
那么一定存在一点 P 6 M ， 使得 | OP 卜 r . 也就是说， M 门 S r ^0， 
其中 S . 是半径为 r 的球面. 


证明令 r tl = r~- U >0)， 根据 r 的选择，我们有 

n 

m — (s' n 奶关 0. 

令 

p fl e m - ( E r n m ) 匚 m ， 

n 

则存在序列 P〆 点列仍记为尺），由于 M 紧致，所以匕必收敛于 
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PGM . 即 1^|0尸」=「，也就是|0尸|=厂. 

定理 M 是 R 3 中的紧致曲面，则一定存在一点 P ， 使得 P 点 
的高斯曲率 K ( P )>0. 

证明令 r 是 MC 艮的最小正数，根据上面的命题 S r 0 
0 . 再令经坐标的旋转变 
换，使 P 点转到 z 轴上（如图4-31)， 

则 | OP | =「是曲面的向径长度的最 
大值(即 M 上点到原点的最大距离）， 

若距离函数用 d 表示， max ^/= | OP | , 

BP 在 P 点有 〆 ( P )=0， d 〃( P )<0 •取 
M 上过 P 点的曲线^，设 

(j：r = { /(/) 9 g(t) ,h(t)} , 

其中 /z ⑴ = J(f)cos y(f) (y 是？所 图 4-31 

对应的点的向径与 z 轴的夹角），在 P 点有 

r(P) = {/(0),^(0),/2(0)}, 

切向量为 

r\P) = {/’( 0 ) ，片 ’( 0 ) ， / 1 ’( 0 )}. 

但是 

h’ （ 0) = c/\0)cos y(0) — c/(0)sin y(0) • y’ （ 0 ) ， 

而 y (0)=0, 所以/ /(0)=0. 即切向量平行于 xOj 平面.但球面 
义上 P 点的切向量也平行于 iOj ； 平面，所以 M 与乂在 P 点有 
相同的法向量《和相同的切平面.设 X 与 M 、 S ^_ 都相切，令 7 T 是 A ： 
和 n 所决定的平面，那么曲面 M 在 jc 方向上的法曲率是 ttPIM 
的曲率，它与 &在 P 点的法曲率有相同的正负号，显然|> 

当々 i ，怂是 P 点的主曲率时 ， K = t 

r r 

推论 1 在 R 3 中不可能存在 K <0 处处成立的紧致曲面. 
推论2在 R 3 中不可能存在紧致的极小曲面. 

证明 = h ， 则 K =— 匕匕二 一 W <0, 这是不可能 
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的.则它是平面，不是紧致的. 

(3) 曲面的连通性 

定义 R 3 中的简单曲面是连 通的， 当它是 R 3 中的连通子集. 

等价定义 R 3 中的简单曲面是连通的，当它不能表示为两个 
不相交的开子集的并集. 

定义 简单曲面称为弧连通的，当对曲面上任何两点总存在 
曲面上的连续曲线联结这两个点. 

定理 R 3 中的曲面是连通的充要条件为曲面是弧连通的. 
(证明略 .） 

这个定理实际上给岀了曲面连通性的另一种识別方法，这对 
于我们研究曲面的连通性是有益的. 

实例 球面、椭球面、单叶双曲面、环面、锥面都是连通的.双 
叶双曲面、双曲柱面不是连通曲面.一般我们只研究连通曲面，这 
一 点以后不另加说明. 

3.3 卵形面 

定义 R 3 中的曲面 M 称为凸的，如果对于 M 上每一点都 
有高斯曲率 K ( x )>0. 

定义 R 3 中的紧致的凸曲面称为卵 形面. 

实例 球面、椭球面是卵形面，单叶双曲面、双曲拋物面、环面 
都不是卵形面. 

(1) 阿达马 （ Hadamard ) 定理 

阿达马定理 设 M 是 R 3 中的定向紧致无边缘的凸曲面，则 
高斯映射是 一一 的且在上的. 

证明 先证明在上的. 

在单位球面 （ S ) 上任取 n () ， 因为 M 是有界的，则总能找到垂 
直于〜 的平面 7 T 及 TrV 使得 M 介于两平面之间.设 7 T 是〜所指 
方向上的那个平面.因为 M 是 R 3 中的闭集，所以总可以在 M 上 
找到一点 P ， 使 P 到平面 7 T 的距离最小，自 P 点向平面 7 T 作垂线， 
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垂足为 O . 以 O 为原点， n Q 的正向为 Z 轴的正向，建立空间直角坐 
标系.在 M 上包含 P 点的不大的邻域内，考虑过 P 点的任意光滑 
曲线〜设 

a：r = {/(，） ⑴， / i (/)} ， 

其中是曲线上点/ *(/) 到 7 T 平面的距离.在 P 点有 

r ( P ) = {/(0),^(0),A(0)} 

切向量为 

/( P ) = {/ ， (0), g ， (0),/ i ， (0)}. 

由于 MO 在 t = 0 处取极小值，所以 

h\0) = 0, 

即切向量垂直于 z 轴，亦即切向量垂直于 W 。. 由于曲线 C 7 的任意 
性，可知 P 点处的 M 的单位法向量为心（这时， P 点处的切平面 
平行于 7 T 平面），所以〜的高斯映射的原像就是 P ， 因而高斯映射 
是在上的. 

以下再证明 一一 的. 

高斯映射的雅可比行列式是曲面 M 与它在单位球面 （ S ) 上的 
像的面积元素之比 

\ n u X n v \ dudv _ LN — M 2 _ F 、 0 
I r u X r J d — = EG - F 2 = K> ， 

根据逆函数定理，高斯映射在局部上是 一一 的.下面证明在整体 
上也是——的. 

若高斯映射不是 一一 的，则在 M 上存在两个不同的点 P 和 
Q ， 经过高斯映射，映成 （ S ) 上同一个点 n ( P ) = n ( Q ). 由于高斯映 
射在局部上是 一一 的，因此存在 M 中 P 点的邻域 L 7 和 Q 点的邻 
域 V ，使得它们在高斯映射的作用下的像相同，即 

n ( U ) = n ( V ). 

我们从 M 中挖去 V ，并研究 V 在 M 中的余集上的高斯 映射： 

n ( M - V ) = ( S ). 

根据积分的参数变换公式 
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KdA = (高斯映射的雅可比 ） dA = da 

V J M-V n(M-V) 


其中 dA 是曲面 M 上面积元素， da 是球面上对应的像的面积 
元素. 

但是由高斯-波涅公式可得 

KdA = 4 丌， 

J M 

所以 

4 tt = KdA = KdA + KdA = At , + KdA ， 

J M J M-V J V J V 

因而 

% 

KdA = 0. 

J V 

因为 K >0, 所以 v =0， 得到矛盾. 

推论卵形面一定位于它的每一点的切平面的同一侧. 

证明用反证法. 

如果在卵形面 M 上有一点 A ， 在 A 点的切平面的两侧都有 
M 的点，由于 M 是紧致的，所以在切平面的两侧分别有 M 上的点 
B 和 C ， 它们离切平面最远. 

可以证明 ®， B 、 C 两点处的切平面平行于 A 点处的切平面，每 
一个切平面有一个法方向，且互相平行，这样， A 、 B 、 C 三点的法方 

向中至少有两个是相同的，这就破坏了高斯映射的-性，与定理 

矛盾. 

注意： 此推论的逆命题并不正确，因而不能用它作为卵形面 
的判定法.例如椭圆拋物面在它的每一点的切平面的同侧，但椭 
圆抛物面并不是卵形面. 


①证明方法可参看阿达马定理证明中的有关部分. 
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(2) 球面的刻画 

卵形面中最简单者，莫过于球面.下面将深入讨论球面的重 
要特征. 

定义设曲面 M 的每一点处其主曲率是々 i 和々 2 ，如果主曲 
率之间存在某些函数关系 

vuikx ，是 2 ) = 0 ， 

则称 M 为 Weingarten 曲面，简称 W - 曲面.如果其中一个曲率是 
另一个曲率的单调递降函数， BP 


d 々 2 

d^i 


<0 或 


duo 

dk [ 


c)lV 

c ) k 2 


> 0 , 


则称 M 为椭圆型 w - 曲面. 

例 5 常平均曲率曲面是椭圆型 W - 曲面.因为 


H = c (常数）， 


所以 


k 2 +2 c (常数) 

例6正常高斯曲率曲面是椭圆型 W - 曲面.因为 

K = ki • k 2 = c (常数）> 0， 


所以 


TX ，（々1 , k 2 ) = k x • 々 2 — C (常数 ） = 0 


3vu Svu 

W Jk 2 


ki • k z = c > 0. 


引理 1 如果紧致连通曲面的每一点都是脐点，则此曲面是 
球面. 

证明因为曲面是紧致的，它有有限开覆盖…， rz ). 
在每一个开集 M , 上，由于每一点都是胳点，根据曲面的局部理论， 
M , 的高斯曲率为常数 K ,， 但是在上 = 所以 


K , = K 2 


_ •籲# 


K n = K . 


因此在整个曲面上，高斯曲率是常数根据上节定理， R 3 中的 
紧致曲面一定存在一点 P 使 K ( P )>0, 所以在整个曲面上有 K = 
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常数 >0,因此，曲面必属于球面，但因曲面是紧致的，所以曲面是 
球面中的 闭集； 又曲面上每一点都属于某一开集 M ,.， 所以它又是 
球面上的开集.由于曲面是连通的，所以曲面本身是整个球面. 
引理2对于曲面上的非脐点 Po , 如果其主曲率 t 和匕在 


Po 点分别为局部极大值和局部极小值，则 K(Po)< 0 . 

证明不妨假设取曲率线网为坐标网，则 
坐标曲线的方向为主方向，这时有 


并且 



= k\CO l j CO 

2 = > 

do/ = 

z co 2 A co\ > do/ 

= (i) 1 八 0>1 ， 

= 

1 col A col y do>2 

= C02 A ， 

dcol : 

= Cdl A C03 =— 

Kco 1 A CO 2 . 


但是 


dco 3 \ = dki A co l + ki dco 1 ^ 


dco ： 


dk 2 A of + k 2 . 


根据曲面的结构方程 


co\ A col = dcoi = d^i 八 a; 1 + 々 ido / ， 

(i)\ A k 2 co 2 = dcol = dki A (JO + kxcv A col ^ 


所以有 


d^i 八 o/ + ( 々 i _ k 2 )cv 2 A co\ 


0 


( 4 . 12 ) 


同理可得 


dk 2 八 Ct/ + ( 々 2 — )cv l A CO\ 


0 


( 4 . 13 ) 


因为 o / 与 o / 线性无关，根据 Cartan 引理， dh 和 d 々 2 可用⑺ 1 与 


o , 2 线性表示，命 


因为 


dki = ， 


1，2, 


2 


dkij = ^kijKv 1 , i，j = U 
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ki (P 0 ) = max ki (P), 
k 2 (P 0 ) = min k 2 (P) j 


所以 


并且 

km (P 0 ) < 0 ， 

由于 

d々i 八 


d々 2 八 


kij ( P 0 ) = 0, 


( Po ) > 0 ， i = 1^2. 


k\2(Jt) U 八 ft / ， 

々 21 ⑴ 1 f\ (Jt)^ y 


代入 （4. 12),(4. 13) 得 


k\2C0 2 A O) 1 + (々1 — kz )ct» 2 A (i)\ = 0, 

k 2 lCO l A O) 2 + (^2 一 々1 )o/ f\ C0 2 \ = 0. 


根据 Cartan 引理， 


(ki — k 2 )cd\ 


1 + bco 


所以有 


k\2U ) 2 A CO 1 + oo ; 1 /\ co 2 + bco 2 A 


于是， 


々12 • 


同样，有 


0 


k 2 \co l A a> 2 + 1 A w 1 + bco 2 A co 1 = 0, 


从而 


b = k ?A . 


因此得到 


( 々 1 — k 2 )cOi — ki 2 CO l + 々 21 


把上式再外微分一次，得到 


(d^i — d々 2 ) A col + (^i "— k 2 ) da>i 
d^i 2 A co 1 +々i 2 do/ + dk 2 \ A co 2 + k 2 \dco 2 . 


由于 


dcoi = — Kco 1 A co 2 ^ 
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所以 


da ; 1 — of A co? 


daT = oj 1 A coi 




• A co^ 
k \ — k 2 ， 

— k 2 \(v ] A 0^ 
— k 2 


dk\2 = k\2\Ct> 1 + k\22Cl)" ^ 

d 々21 = 々211^+ 々2120， 


一 K(k\ — k 2 )(JJ A CO^ 


— k\2iUJ A OJ + k 2 l\CO l /\ V + 


(^12 _ ^21 八 CtT 

— k 2 


— (d^i — dk 2 ) A co 2 \. 

但是在 P 。 点所以 


因而得到 


K(P 0 ) 


々 211 (Po) — 々 122 (Po) 

k X (P 0 ) — k 2 {P 0 ) 


^ 0. 


K(P 0 ) < 0 . 

定理紧致的、凸的、椭圆型 w - 曲面是球面. 

证明设 M 是紧致的、凸的、椭圆型 W - 曲面，不妨设 M 在 
某开集上有 


k X {P) > k 2 (P )， 

并且在 M , 上存在一点 P 。， 使得 h ( Po)=max h ( P )， 又因为 M 
是椭圆型 W - 曲面，于是々 2 (尸。）=以1^ 2 (尸），所以有 

^,(Po) ^k { (P) ^ k 2 {P) >^(P 0 ). 

如果 h 不是脐点，则 


K(P 0 ) <0 ， 

这与 M 是凸的矛盾，所以断定^是脐点.即有 


k { (P 0 ) = k 2 (P 0 ). 

因此，在 M , 上每一点都是脐点.以上的讨论，对于 M 的坐标覆盖 
中的每一个坐标域 M , 均成立，所以 M 上每一点都是脐点，根据引 
理 1， M —定是球面. 
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推论 1 紧致的、凸的常平均曲率曲面是球面. 

推论2 紧致的、凸的常高斯曲率曲面是球面. 

附记 ：对于 R 3 中的紧致曲面来说，推论2中的“凸的”条件是 
不必要的。因为，根据 §3.2 中的定理， R 3 中的紧致曲面上总存 
在一点 P 。， 使得在这一点的高斯曲率 K ( P 0 )>0 o 如果紧致曲面 
是常曲率的，则它的高斯曲率 K = K ( P 0 )> 0 o 所以，这个曲面一 
定是凸的。于是推论2就可以改述成 李普曼 （ Liebmann ) 定理： R 3 
中的紧致常曲率曲面一定是球面。 

(3) 卵形面的刚性 

三维欧氏空间的一个曲面，它的形状一般是由其第一与第二 
基本形式所确定，但是如果有这样的曲面，当我们在保持它的度量 
不变（即不改变曲面的第一基本形式）的情况下，任何变换都不会 
改变它的形状，这样的曲面称之 为具有刚性的曲面， 换言之，对具 
有刚性的曲面作任何等距变换，都只是改变它在空间的位置，而不 
能使其扭曲变形. 

下面我们将证明，卵形面是具有刚性的曲面，为此先介绍一个 
代数引理. 

引理1 给出两个正定的二次型 

Ar 2 + 2 Bxy + Cy 2 和 Ax 2 + 2 B ； xy + C y 2 , 

如果 

AC - B 2 = A!C , 

则 

A - A r B - B ' 

B - B f C-C 

当且仅当 A = = 时等号成立. 

证明 因为 Ar 2 +2 Rr 3；+ C / 是正定的，所以 

Ar 2 + 2 Bxy + Cy 2 = A [ ( x + f ^ + A ° ~ 2 & - y 2 ]> 0, 


< 0 , 


因此 
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A > 0, AC - B 2 >0, C > 0 


经过非奇异的线性变换 

x = a x x * ~\~ b x y * , 

y = a 2 x * + b 2 y * y 
则正定二次型仍变成为正定的二次型 


ci\ b' 

Ci 2 b 2 


关0, 


A * ( x # ) 2 - \- 2 B * x * y * + C *(： y *) 2 , 


并有 


A * > 0, A # C * - ( B * ) 2 > 0, C * > 0, 


A * B * 


cii b x 

2 

A B 

B * C # 


a 2 b 2 

參 

B C 


同时，正定二次型 A f x 2 + 2 B f xy + C f y 2 经过非奇异线性变 
换，也变成正定的二次型 

A’* (x* ) 2 +c〜（y ) 2 ， 

并有 

A ’* > 0, A ，# C ，# - ( B ，# ) 2 > 0, C ，# >0， 


A ,# B ，# 


a ! bi 

2 

B r 

B “ C ，# 


ci 2 b 2 

參 

B f C f 


因为 

AC - B 2 = A f C f 


所以 

A * C * - ( B # ) 2 = A r * C ，# — ( B ，* ) 2 . 

以上说明了在我们的问题里，经非奇异线性变换后，所有条件都不 
改变.因此，我们可以通过非奇异线性变换来解决问题.不难找 
到一个适当的非奇异线性变换，使得 

B* = ， 

同时有 

A * C * = A ’* C “ ， C * > 0, C * >0， 

并且 
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A* - B # - B /# , , 

, ,= (A* - A，* )(C* -C’* ) 

B # - B * C* -C * 

=(A* - A，* )( A :f _-) 
= -^-(A* -A“) 2 <0. 


此外，如果上式等于零，则除 = B ^ 以外，我们还有 

A * = A ，* ， 


从而也有 

C * = C ’* • 

引理 2( Minkow S ki 积分公式）设 M 是 R 3 中的紧致曲面 ， H 
和 K 分别是它的平均曲率和高斯曲率.若函数 p 是原点到曲面 
上的点的切平面的距离，则有下列积分公式 


M 


dA + pHdA 
J M 


= 0 , 


HdA+ pKdA = 0. 

M J M 

证明设 r 是原点 O 到曲面 M 上点的向径， iU 的局部表示是 
/•二 〆 〃 1 ^ 2 )，其中坐标网选取正交网，并取 M 上的活动标架为 

{ r ，右1 ，它 2，它3 } ， 

其中^和仏分别是坐标曲线的单位切向量心是曲面的 
单位法向量，于是有 

p = r . e 3 = (/ • ，幻 ,e 2 ). 

考虑混合积 

(r,e 3 , dr ) = (r X e 3 ) • dr = r • (e 3 X dr ), 

若令 

r • ei = X , r • e 2 = Y , 

则 

0， e 3 ， dr ) = W — JW . 

可以看出 （ r ， e 3 ， dr ) 是与曲面的局部坐标系的选择无关的普法夫 
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形式.取它的外微分 

d(r^ 3 ， dr) = (dr ， e 3 ， dr) + (r ， de 3 ， dr ) ， 

在上式中，元素之间的乘积是外微分的外积，所以 （ d /*， e 3 ， dr ) —般 
并不为零. 

根据曲面的结构方程 

dr = co l e { +co' : e 2 j de 3 = u)\e x + col e 2 ^ 
co 3 i = aw 1 + bcu 2 j col = Uo l + Oo 2 ， 


我们得到 

d(r ， e 3 ， dr) =—2( 幻， ， e 3 W A co 2 

+ (r ， e 2 )( 以 5 A co 2 — col A o/ )• 


由于 


所以 


cv\ = — CO! = _ (ciOJ 1 fxo ) j 
col = — col = 一 (bco 1 + Cco 2 ) j 


(r jei je 2 ) (col f\ co 2 — col A co 1 ) 
— () ( — “ 一 c)co A CO 1 
=—(k { + k 2 )(r,ei ,e 2 )co l A co 2 
=— 2HpAA , 

从而有 


d(r^ 3 jdr) =— 2dA — 2HpdA. 

把上式两边对整个曲面 M 积分，由于曲面是紧致的，应用斯托克 
斯公式，可以得到 


因而有 


d(r^e :i ， dr) 

M 


(r,e 3 ， dr) = 0, 

JM 


dA + pHAA = 0. 

J M J M 

再考虑混合积 (/*，^， d ^) ，它也是与局部坐标系的选择无关的普 
法夫形式，外微分后得 
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d(r,e :i , de 3 ) = (dr,e 3 ,de 3 ) + (r,de 3 ,de 3 ) 

= (a) 1 " A CO 3 — Ct>* A Ct>3 )(仑1，它2，衫 3)+2(0^/\^)( 广，它1 ，必 2) 

=(a c)cv l 八 a/ + 2/>(ac — b 1 )co l A co 2 

= 2 HdA + 2 />K dA. 

把上式两边对整个曲面 M 积分，根据斯托克斯公式 

% 

HdA + pK dA = 0. 

J M J M 

注 意：如 果我们再考虑混合积（/*，(1/*，0)，其中0是任一常向 
量，则得积分公式 

e 3 dA = 0. 

J M 

这是因为 

d(r，dr，c)= (dr，df，c) = (co l e { +co 2 e 2 fco 1 + co 2 e 2 yc) 

= 2(ei 9 e 2 9 c)co l A co 1 = 2e 3 • cdA ， 

两边在整个曲面上积分，得 

2e 3 • cdA = 2c • e 3 dA = 0, 

J M M 

所以 


^ 3 dA = 0. 

M 

定理 （ Cohn-Vossen 定理）两个卵形面之间如果存在 一 个保 

长映射，则这个映射一定是 R 3 中的合同或对称. 

证明设两个卵形面 M 和之间存在保长映射 

f ： M ― 

再设 M 与 M ' 的第一、第二基本形式分别为 I 、 n 、 I /、 IT . 
由题设知，在映射/下，对应点有相同的第一基本形式， BP I = 
I 下面我们要证明在 M 与 M ' 之间，对应点有相同的第二基本 
形式.为方便起见，在曲面 M 和 AT 上选取适当的坐标系，使曲面 
在对应点有相同的参数，并在 M 上取正交坐标网，由于/是 
保长映射，所以在 iVT 上也是正交坐标网， 
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co = ^/ Edu 1 j 

Cl ) 2 = y / Gdu 2 J 

( o / )’ = Au l , 

( co 2 ) f - J ^ du 2 . 

由于 m 与 ivr 上对应点有相同的坐标，所以 


co — Ai ( ct ) 1 ) ' 9 

CO 2 = A2 ( co 2 ) ' 

但是 dd 与 dw 2 线性无关，将上式代入 


( a /) 2 + ( o /) 2 - 

(0；)， 2 + (0/)， 2 ， 

即得 

CD 1 =± ( CO 】）' ， 

o / =± U 2 )，， 

即 

Ai =± 1 ， 

A2 —ib 1 9 

适当选择坐标网，使 Ai = A 2 = 1. 

这样就有 


CO (OJ ) ， 

( O 2 = ( ct ) 2 ). 

由结构方程得 

2 

I da)l V 1 _L 

( dft > 2 \ 2 _ / 2 ^ 

CO \ 

L 1 f \ co 2 r + 

L 1 八⑴十 -（ ⑼）， 

又因为 



dct»i — _ 

- Kco 1 A CO 2 J 

d ( o ^)’ = — K co 1 A co 2 9 

所以 

K ， : 

= K . 

我们还有 



AA 

— co A co — (co ) A (cv ) — dA • 

余下的问题是要证明 



a»i = ( a；i ) / 9 


因为 



• 

coi = Ciw 1 + hi ) 1 ， 

(l>2 Ikv C(jO 5 

{ co\Y = a \ co 1 )' + b \ co 2 )\ ( cvl )' = b ' ico 1 )' + c f ( co 2 )\ 

所以只需证明 

a — a , b : 

— b，c — c . 

设 
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则 


r ^ e 2 j p = r ^ e 3 


dx 


x = r • e x ^ y 

dr • e x + r 9 de 


=(co [ ei+cv 2 e 2 ) • e x +r • (co\e 2 +co 3 i e 3 ) 
==cv l +yco 2 i + pU)\ 
dy = dr % e 2 ^r % de 2 • 

= (oj 1 ^i +co 2 e 2 ) • e 2 +r • {aj\e x +o> 2 e 3 ) 

= o/ + XOj\ + pU)\ 

计算微分形式: Kd )' — 少以）'的外 微分: 

d(j ： (ci>2 ) f ~ y(coi ) f ) . 




dx A (co 2 ) / +xd(ft> 2 )' ~dy f\ (coi )’一 jyd(a>?)’ 

(Jj A (.aA)' -\-pd)\ A (col)'— CO 2 A (d)]) ， — pcol A(o/;)' 

w A ((vD'—dj 2 A (wi ) ， +/>(wi A icoiy—oA A(a>i)) 

(a ， + c ， )a» ， Aw 2 + p^ac + a c — 2bb r ) a) A a » 2 
2fTdA + /JdA ， 


其中 


H f 


a + c 
2~~ 


J= ac-2bf/ 


ac 






a c — 2bf) r -\- ac f + ac — tr — (a'c，’ 一 b ' 1 ) 
ac + ac + a’c — a’c’ 一 h 1 — 2/j6’ + b ，2 


2(ac — b 1 ) — [ 


ac 


ac 


ac + a c f — b 1 -f 2bb’ — b^ 1 ] 


2( ac. —— b 2 ) — [(a — c/ ) (c — c ’) —— 
a — a b — l) 


2K- 


b-b’ 


c 


c 


把上式两边在整个紧致曲面 M 上积分，根据斯托克斯公式，得 


dA 


% 

H f dA + 

p[lK- 

a — a b — b’ 

/ / 

M J 

M \ 

b —— b c — c 


dCx(a)l 一 jy(a>i ) r ) 

M 


SM 


( x ( a)2 — y^COi ) f ) 
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所以有 


/ 

a — a b — b f 

\ 

P[2K- 


dA =-2 

J M \ 

b —— b c —— c 

1 


H f dA 


M 


根据闵可夫斯基积分公式 


HdA + 2 


M 


M 


2pKdA = 0 , 


可得 


• 

P 

a —— a b —— b’ 

dA = 2 

M 

b-b f c-c 

% 


(H-H f )dA 


M 


移动曲面 M ， 使得原点取在 M 包围的区域内，此时有 p >0, 再根 
据引理1,有 


M 


(H-H r )dA>0 


即 


M 


HdA ^ 


H f dA. 


M 


再计算 d ( y (0>〗）一/ U ?)) 可以推出 


H f dA ^ 

M 


HdA. 


M 


所以必须有 


HdA 




M 


fTdA ， 


M 


因此 


% 

a —— a b —— b f 

P 

J M 

b 一 l) c — c 


dA = 0 


于是推导出 


a 一 - a b — l) 


b-b r 


c — c 


0 


从而得 
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使得$、” 1 (?) ,n 1 (f) 有相同的坐标 （w 1 ，w 2 ). 

在 M 上选取一活动标架，设其对应的相对分量为 W、o/ 、 
以、乂;，通过映射 （ aT 1 )* (称为扯回映射，它把 M 上的相对分量扯 
回到 （S) 上）把这些普法夫形式诱导成 （S) 上的普法夫形式，由于 
我们取了相同的局部坐标，我们就可以把 （S) 上的对应普法夫形 
式仍记成 


oj 1 、 a/i 、 co 3 i ^col 


同样，在 W 上选取活动标架，设其对应的相对分量为 u 1 )'、 
(^)\(^)\(^)\(^> , . 映射把 ivr 上的相对分量诱导 
成 （S) 上的普法夫形式 

ico 1 )\(cv 2 )\(cvi )\( co'i )\ (,(1)2 ) r . 

由于 M 与 M' 上的对应点的法向量相同，即 


n 


n 


(e 3 = e/) 


于是有 


de 


de/. 


也就是 


= Cl>l^l COs 62 — ( C03 ^ ^ (Cl>3 ) € 2 = de 3 . 


旋转 iVf 上的活动标架，使得 A ，就有 


Ct > 3 


() ’， 


以 =U ■广 


现在我们希望证明 


CO 


u 1 )’， 


CO 


2 


( o / ) 


如果能证明这一点，贝 U 映射 rt ] …'或 n 1 — M 保 

持第一基本形式不变，于是根据 Cohn-Vossen 定理，它一定是空 
间的合同或对称. 


报据结构方程 


dco\ = col A CV3 


Kaj x A ^ 


(4. 14) 


因为 K>0, 所以 o/；、a4 与 o/、o/ —样是 （S) 上线性无关的普法夫 
形式，因而我们可以设 


C 0 


AdJ 3 \ + Bcol ^ CO 1 — Bcol + C(V2 y 
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(o/)’ = A\co\y + B\clY = A'co^+B'coh 
U 2 )，= B\co\) f + C\coD ， = B f co\+Cco\. 

由 （4.14) 有 

dct)? = cof f\ col = — Kco 1 A co 1 


同理， 


所以 


—— KCAcOi + Bco 2 ) A ( Bco '\ + Caj 2 ) 

== — KCAC 一 B 1 )(o] t\ u)\. 
d{co]Y =- KiA'C - B ，2 ){co\y A (col) f 

=-K{A f C -B f 2 )cv\ A cvl 


AC - B 2 = A f C f - B f2 = 

K 


现在我们要证明 A = A\B = B\C=C\ 

计算混合积 (/sr'd〆 ） 的外微分 

dO ， 〆 ， d〆 ） = (d/* ， 〆 ， dr') + 0 ， d〆 ， dr ’） 

= (co ] e x +aj 2 e 2 ,r , (o/ ) r e x + (V )’e 2 ) + 

(r, (w 1 )Vi +(w L> ) V 2 »(o； 1 )^! + (w 2 )^ 2 ) 
= [o/ 八 （ o/)’ 一 o/ 八 （ o/ )’]( & ，/*’，。）+ 
[(WWZ — UVAUWrA 9 e 2 ). 

令 

p = (r ， e"e 2 ) ， p’ = (〆 ， e 2 ) ， 

则上式为 

d(r ， r’ ， d〆 ） =p\_ — a/ A (a/)’+aT A (ct/)’] + 

pL2Cco i y A (a/)’]. 

但上式中的 

— a) A (a/)’+a/ A (a; 1 )’ 

= _ iAa>\ + Bcol ) A + C\v 2 ) + 

( B(V \ + Cct )2 ) A {A r Cjo\ + B col ) 

= i - AC ' + BB ' + BB '- A ' Oco ] 
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A- B-B f 
B-B f C-C 


Co\ A Ct»L> 9 


并且 


(a ) 1 ) r A (a/ ) r = (A a)i + B col ) A (B ct»i + C\j0 2 ) 

=(Ad 2 W; 八 ^ 


⑺ 1 


A Ct)2 9 


所以 


d(r,r ,dr) 


A-A' B-B' 
B-B' C-C 
A-A' B-B' 
B-B ， C-C 


+ P • } co] A col 


J^(p — p f ) )(01 A cjo\. 


将上式两边在球面上积分，根据斯托克斯公式 




B r 


(S) 


B-B r C-C 


(p — p ) COi A C02 


d ( r ， 〆，dr ) 


( r ， 〆 ,dr ) 


(S) 


再计算 d ( r ，/， d〆 ）， 可以推出 


(s) 


A- B-B f 9 , • 1 

P ^ ^ + 17^P — />> Uf A col 


B r C-C 


把上两式相加得 


(S) 


(p + 〆 ） 


A-A ， 




B f C-C 


COi A Ct»2 


移动 M 和 M ' 的位置，使/ >>0 且//>0,但根据引理有 


A-A r B-B f 
B-B f C - C 


因此，只可能有 


A-A r B-B' 
B-B f C-C 
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再根据引理就得到 


A = B = B\ C = C\ 


3.4 完备曲面 

(1) 测地完备曲面 

在第二章中，我们已经讨论过测地线，即曲面上测地曲率处处 
为零的曲线.设 P 是曲面 M 上一点， 7 V ( M ) 是曲面 M 在 P 点的 
切平面.给出 M 在 P 点的一个切向量 t ； GTV ( iW )， 则在 M 上 P 
点的充分小的邻域 L / 内，存在一条从 P 点岀发并切于 t ; 的测地线 

使得 C ( a ) = P ， C (/) 匚 L 7. 

在第二章§ 6. 4中，我们还证明 了：给 出曲面 M 上一个充分 
小的邻域 U ， 对于 U 中任意两点，总存在一条联结它们的测地线， 
使得这条测地线是曲面上联结这两点的曲线中弧长最短的. 

我们现在提出的问 题是： 以上关于曲面上测地线的局部的结 
果能不能整体地推广到曲面上.对于一般曲面是不能的，举两个 
简单的 例子： 圆柱面上的直母线是测地线，但是如杲直母线上有一 
个窟窿，则联结窟窿两侧的直母线上的点的这条测地线不 存在； 球 
面上的大圆弧是测地线，但是如果这个大圆弧上有一个洞的话，那 
么从大圆弧上一点岀发的并切于大圆弧的测地线沿着大圆弧延 
伸，延到这个洞旁边就延伸不下去了.因此，只是对于一些特殊的 
曲面，第二章中关于曲面上测地线的局部上的结果才能整体地推 
广到这些曲面上.这些特殊的曲面就 是完备曲面. 例如没有窟窿 
或洞的球面、圆柱面就是完备曲面. 

在这一小节中，我们将先讨论测 地完备曲面. 下面我们先定 
义从切平面 T P (iVO 到曲面 M 上的指 数映射 • 

定义 设曲面 M 在 P 点的切向量 t ； 的长度为 € ，即 | t ; | = e ， 作 
M 上从 P 点出发并切于 X ；的测地线 CG )(0<5< e )， 其中参数5是测 
地线的弧长.我们把这条测地线的终点 C ( e ) 记成 exp P ( t /)， 于是我 
们得到从切平面： Tp(M) 到曲面 M 上的映射 
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expp : T P (M) - ► M ， t ； [- ►exp ； *(t；), 

这个映射称为曲面 M 在 P 点的 指数映射. 测地线的终点 C ( e ) = 
exppiv )称为切向 Mv 在指数映射下的像. 

对于一般曲面 M 来说，在 P 点的指数映射只是在这一点的 
切向址 t ； 的长度充分小时才有定义.也就是 说：必 须要求 t ； 6 
TV ( M ) 的像属于 M 上 P 点的充分小邻域 L ； 时才有定义.换言之 
指数映射 expp 的定义域是切平面 7 V ( M ) 上以 P 为中心半径充分 
小的实圆 （ ball ). 现在的问题是 ：指数 映射的定义域能不能扩充到 
整个切平面 7 V ( M ) 上呢？上面已举例说明，一般来说是不能的， 
只是对于一些特殊的曲面才是可能的. 

定义 如果对于曲面 M 上任何一点 P 以及 P 点任何一个切 
向 Mt ； 6 了 “ M )， 指数映射 exp P ( t ；) 都是有定义的.即对于 
VPGM , V tr 6 TV ( M )， 在 M 上存在 exp P ( t ;) ，则我们把曲面 M 
称为测 地完备曲面. 换言之，对于一个曲面，如果从它的任一点出 
发的测地线可以无限延伸的话，则这个曲面就是测 地完备曲面. 
以上两种测地完备曲面的定义是等价的. 

定义 设 M 是测地完备曲面， P 是 iW 上一点，在切平面 
7 V ( M ) 上以 P 为心3为半径的圆在指数映射 exp P 下的像，称为 
曲面 M 上以 P 为中心的测 地圆. 它的半径是 M 上从 P 点岀发长 
度为5的测地线. 

通过指数映射，我们可以把曲面 M 在 P 点的切平面 Tp ( M ) 
上圆的性质转移到曲面 M 上面得到测地圆的性质. 例如： 切平面 
上的圆把切平面分成内部和外部，联结内部点和外部点的任何曲 
线必与圆周 相交； 所以类似地，曲面上的测地圆也把曲面分成内部 
与外部，联结内部点和外部点的曲线必与测地圆周相交.此外，切 
平而的实_是紧致的（即可有限覆盖的）•则曲面上的测地实圆也 
是紧致的. 

(2) 曲面上的距离 

从这一小节开始，我们总假定曲面是连通的，这一点不再重复 
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说明.此外，我们提醒读者注意本章 3. 2节的一条定理，它 说明： 
连通的曲面一定是弧连通的，即任给曲面上两点，存在联结它们的 
曲线.由于我们假定所讨论的曲面是 CT 类的，所以我们还 假定： 
联结曲面上任两点的曲线是逐段光滑的. 

任给曲面 M 上两点 P 和= 
6) 是联结 P 和 Q 的逐段光滑曲线，即 C ( a ) = P , C ( b ) = Q , 
CU ) Ui < t < u ^, i = 0, 1，…，々 ）是(^类曲线，我们把这条曲线记 
成 C w ， 它的长度可以定义为 

Z ( C /JQ ) = 2 ，H 

i = 0 ^ l i 

定义我们把曲面 M 上两点 P 和 Q 的距离定义为 ：联结 P 
和 Q 的任意曲线的长度的下确界， 

d ( PjQ ) = infC / CC / jg )]. 

C PQ 

命题曲面 M 上的距离具有以下 性质： 

1) d ( P 9 Q )= cUQ , P )； 

2) c /( P 9 Q )+ c /( Q 9 R )^ c /( P 9 R )； 

3) 以 P ， Q )>0 而且 d ( P , Q )=0 当且仅当 P = Q ， 因此，曲面 
M 对于距离 J 来说，是一个度量空间. 

证明性质1)，2)和 3) 的前半部分可以从距离 J 的定义直接 
推出，下面只证明 ：性质 3 ) 的后半部分. 

如果 P = Q ， 考虑常值曲线 C (/) 三 P 或 Q ( a <〖<6)， 则显然有 
/ [ C (/)^ P ] = 0. 对于其他任何以 P 为始点和终点的曲线来说， 
/[ c PP ]>0, 所以 

inf [ Z ( C P p )] = / [ C (/) = P] = 0. 

C PP 

反之，如果 d ( P ， Q )=0. 我们用反证法，设 P 关 Q ， 则存在 M 
上以 P 为中心，充分小正数 S 为半径的测地圆，使得 Q 点在测地 
圆的外部，但是任何联结测地圆心 P 和外部点 Q 的曲线必与测地 
圆周交于 一 点 R ，于是 
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/(Cpg) = l(C FK )+l(C RQ ) ^d+l(C RQ ) >§， 

即 d ( P ， Q )= inf [ Z ( CpQ )]>§>0, 与假设 d ( P , Q )=0 矛盾.命题 

(/)Q 

证毕. 

推论 1 IWP ， 尺） 一 J(Q ， i?) |<^/(P ， Q) 

推论 2 设 P 。 是曲面 M 上一固定点，则 M 上的距离函数 

d ( P ) = cUPo . P ), PGM 
是 M 上的连续函数 ， BP 

Yimd ( Q ) = d ( P ). 

Q^P 

证明任给小正数 e ， 取更小的正数 S < e ， 则当 d ( P ， Q ) 
<猶， 

| diP )— d ( Q ) I = I d ( P 0 , P )- c/(P 0 ,Q) |< d ( P , Q ) < d < e . 
(3) 测地完备曲面上测地线的最短性 

对于一般曲面来说，测地线在局部上是最短的.但是，在这一 
小节中，我们将指 岀：对 于测地完备曲面来说，测地线在整体上也 
是最短的. 

定理如果曲面 M 是测地完备的，则对于 M 上任两点 P 和 
Q 来说，联结它们长度最短的曲线是测地线（如图 4-33). 



图 4 - 33 

证明任给两点 P ， QeM ， 设它们的距离是 d ( P ， Q )= r >0, 
我们希望指 出：存 在一条联结点 P 和 Q 的测地线，它的长度正好 
是 n 根据曲面上距离的定义，这条测地线就是联结 P 和 Q 的曲 
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线中的长度最短的. 

根据第二章 6. 4节的定理，存在 M 上点 P 的充分小邻域(7, 
使得 U 中任何一点能够与 P 是用最短测地线相联结.命 S 是 u 
中以 P 点为中心，充分小正数 S 为半径的测地圆周，由于 S 是紧 
致的，所以总存在一点 nes 使得 d ( P u ， Q ) 是 Q 点到圆周 S 上各 

点之间的距离的最短者.然后我们再作测地半径$，它的长度 

是^我们希望测地线可以延伸到 Q 点，而且测地线 A 的长 
度正好等于 r . ^ ~ 

设测地线 H 在 P 点的单位切向量是 t ； ，则测地线€的参 
数表 示是： 

C ( t ) = exp P (t v ) (0 ^ t <C d ). 

我们 希望： 这个参数表示的定义域能够延伸到 / = r ， 即上述参数表 
示也能定义在 [3， r ] 上，并且使 C ( r )= exp P (rv )= Q . 为此，我们 

希望证明 ：对于 \//6[心「]，我们有 

d ( C ( t )， Q ) = r — t . ( * ) 

我们先证明 ：（* )式对于/=占成立，即 d ( CG )， Q )=;~ &设 
C / JQ 是任意联结点 P 和 Q 的曲线，它必与测地圆周 S 交于一点 N ， 
r = d(PQ) = inf[/(C P .v ) + /(C N q)] = 8 + d(P 0 »Q)» 

c rQ 

即 d ( P 0 jQ ) = r ~ d . 但是 C ( d ) = exp P (dv ) = P 0 ，所以 

d ( C ( d ), Q ) = r - d . 

再设是使 （* )式成立的 〖值的 上确界 

to = sup , Q ) = r — t ], 

te [(5. r ] 

根据距离函数的连续性， 时，“ ） 式趋于等式 d ( CUo ), Q ) = 
r — t 0 . 下面要证明山 = r . 

用反证法.设&0，命 〆 = min (3， r —/ Q ). 如图 4-34 所示， 
在 m 上作以 cu 。） 为中心， y 为半径的测地圆周 S '， 再命 P ' Q 是< 
上与点 Q 距离最短的点.设 y 是任意联结点 C (^) 和 Q 点的曲 
线，它交 Y 于一点 N ， 
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d(C(t 0 ),Q) = \nHcaCAt 0 ),N)+d(N,Q)}=d ， + d(P r 0 ,Q), 

Y 

cKP \ J Q )= ci ( C ( to ), Q )- d ， = ( r - t 0 )- d / = r -( t 0 + d ， ). 



其中& 是从 p 到 c (/。） 的测地线的长度， y 是从 C (/。） 到 P 、 的测 
地线的长度， 

to = / (P » C( r 0 )) ^ cUP,C(t 0 )) = UCUq) ， _P ’ 0 ) 

> c /( CQ 0 )， P ， 0 )， 

所以 

cKP.P'o) < J(P ， C(/ 0 )) + J(C( ， 0 ) ， P' 0 ) <， 0 +〆. 

但是 • 

cUP,P\)^ \d(P,Q) -d(P\.Q) I = r - { r — (， 0 + 〆）} 

— to + 

所以，惟一的可能是 cu ) 在从 P 和 P ' Q 的测地线上，并且 
UP,C(to))=cKP 9 C(t 0 )) ,KC(t 0 ) ,P f o)=d(C(t 0 ) ,P\) , 

Z(P ， P’o) = l(P 9 C(0)+ 1(,0(^),P\) = to +8' = dCP^o). 

这 证明： 测地线可以延伸到 f = 这与 / Q 是 

上确界的假设矛盾.定理证毕. 

(4) 完备曲面 

我们在第 （2) 小节中已经讨论过，如果在曲面上定义了距离以 
后，这个曲面就成为一个度 M 空间、在这一小节中，我们将进一步 
阐 明：如 果曲面是测地完备的，则它就是一个完备度量空间. 

定义曲面 M 上定义了距离 c /， 对于 M 中一个点列 { PJ ，如 
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果任给小正数£，存在充分大的自然数 N， 使得对任何自然数〜/， 
当 n> l>N 时，则点列称为曲面 M 上的 

Cauchy 点列 . 

显然 M 上的 Cauchy 点列是有界的 .因为有限点集{巧，…, 
P.v} 有界，再加上点列的剩余部分{/\ +1 ，心 +2 ，一},由于后者包括 
在以/\ +1 为中心， e 为半径的测地实圆内，所以整个 Cauchy 点列 
是有界的. 

定理 （Hopf-Rinow 定理）对于曲面 M 来说，以下三个条件 
是等价的. 

1) M 是完备度量 空间； 

2) M 是测地完备曲面 ； 

3) M 上每一有界点集的闭包是紧致的. 

证明 1 )^ 2). 设曲面 M 是完备度量空间，它的任意一个 
Cauchy 点列是收敛的，而且极限点属于 M. 设 P 是 M 上任 
一点，如果从 P 点出发的一条测地线延伸到长度 L 以后不能再继 
续延伸了.命这条测地线的参数表示是 C(/)(0<?<1),C(0) = 
P， 则极限点 limC(r) 不能存在，不然的话，设 limCU)=Q ，定义 

/—I /一 1 

C(1) = Q， 由于测地线是光滑的，则 limC'U) 也存在，于是这条测 

卜1 

地线又能从 Q 点继续延伸，它的长度将大于 L， 与前面的假设矛 

盾，所以 limCG) 不存在. 

卜1 

任取单调递增数列 U< …<以<"-}，0<5 4 <1，并且 lim〜 = 
1.命 PfCG*) ，则有 

oo 

^c/(P k 9 P M )^L. 

k = 1 

这说明 ：点列 {Pd 随着々的增长，间距 W 尺， p* +1 ) 越来越小， 
即任给小正数 e ， 存在充分大自然数 N ， 使得 W >/>]V 时， 

TT— 1 

dCP^P,) 2 J + l)<e , 所以点列是 Cauchy 点列，根 
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据条件 （1)， 它在 M 中有极限点， limP t = Q ， 而且这个极限点与单 

调递增数列{〜丨的选择无关.事实上，任给两个单调递增数列 

和丨，把它们合起来就得到更细密的单调递增数列 <4丨，这三个 

数列决定的 Cauchy 点列的极限点是相同的.所以 limCG ) = Q ， 这 

1 

和 limCG ) 不存在的假设矛盾.因此，测地线 CG ) 可以无限延伸， 
卜1 

即曲面 M 是测地完备的. 

2) =>3).设 S 是曲面 M 的有界无穷子集.因为曲面是测地完 
备的，任取一点 P 6 S ， 点 P 与集 S 中其他点都可以用测地线相连 
接.因为 S 有界，对于▽06 5，^/(/^，0)<心我们可以作一以 P 点 
为中心 A 为半径的测地实圆盘 C ；， 使得 SCZU. 注意 U 是紧致的， 
并且以有界集 S 的闭包 SCL ；， 则紧致集 U 的闭子集 S 也是紧 
致的. 

3) =>1).设彳是曲面 M 中的 Cauchy 点列，它一定是有界 
点列.根据条件3)，它的闭包是紧致的，即存在 { PJ 的子序列 
{ P„ k ) ，使得々—①时， - Po 6 M . 因为< P ] 是 Cauchy 点列，任 
给小正数 e ， 存在充分大的自然数/ V ，使得时 

| c /( P „, P 0 ) - c /( PmPo ) |< ^( P n ， P /) <€. 

所以，数列是 Cauchy 数列，它有极限，并且 

Y\md(P „ , P 0 ) = liTnc /( P, u , P 0 ) = 0. 

f|—^oo A-^OO 

即 limP „ = Pu 6 M 因此，度董空间 M 中任一 Cauchy 点列 { P ] 在 

n-*>oo 

M 中有极限点，所以 M 是完备度量空间.定理证毕. 

定义 满足 Hopf - Rinow 定理中三个条件的一条的曲面，称 

为完备曲面. 

如果曲面 M 是紧致的，则它的有界闭集一定也是紧致的，所 
以紧致曲面一定是完备曲面.但是，反之则未必如此，即完备曲面 
不一定是紧致的.例如平面或柱面. 因此， 对于曲面的整体理论 
来说，把紧致曲面的几何性质推广到完备曲面是一个非常重要的 
研究课题，许多数学家从事这方面的研究，从而得到了许多著名的 
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成果. 

历史附记 

(1) 1901年德国数学家 D . Hilbert 证 明了： 三维欧氏空间 
E 3 中不存在完备的负常曲率曲面 . 60多年以后，1964年俄罗斯 
数学家叶菲莫夫又进一步证 明了： E 3 中不存在完备的负曲率的曲 
面.1974年美国数学家 T . K . Milnor 在 Adv . Math . ，第8卷， 
473-543 页上给出了这个结果的一个清晰的证明.但是，把以上 
结果推广到高维空间的问题至今尚未解决. 

(2) 1959年美国数学家 P . Hartman 和 L . Nirenberg 证明 

了： E 3 中高斯曲率恒等于零的完备曲面必定是平面或柱面. 

(3) 定理 ：一个 单连通的高斯曲率非正的完备曲面，通过指数 
映射微分同胚于它的切平面.这个定理首先在1881年由 Von 
Mangoldt 所 证明. 1898年 J . Hadamard 给出了完整的证明.1926 
年 E . Cartan 把它推广到高维黎曼流形，并给出了完整的、精确的 
叙述. 

3.5 负常高斯曲率的曲面 

(1) 负常高斯曲率曲面的结构方程 

设 M 是负常高斯曲率的曲面，它是一个虚球面.适当伸缩 

• • • 

它的半径，即改变它的第一基本形式 I = ^( ck 2 十 dV ) 中的常 

XT 

数〜我们总可以使它的高斯曲率 K =~ l . 所以，下面我们只讨 
论尺=一1的常高斯曲率的曲面.在这个曲面上没有脐点，不然 
的话，如果曲面 M 上有脐点，则在脐点处的两主曲率相等，因此 
在这一点的高斯曲率 K >0. 但是 M 是常曲率的曲面，所以它的 
高斯曲率处处大于零，于是得出矛盾.因此，在负常高斯曲率的 
曲面上，我们总可以选曲率网作为坐标网. 

设 M 是高斯曲率 K = - l 的曲面.我们选曲率网为坐标网， 
坐标参数为 （ w ， r ) ，取 
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e, = kJ^ 2 = kJ ^ 3=eiXe2 

作为 M 的活动标架，于是 M 的第一和第二基本形式分别是 

I =dr • dr= (oj 1 ) 2 + (w 2 ) 2 

II = — dr • de 3 =co l • col +cv 2 • col ^ 

其中 


co 1 = V r u % r u du = y/Edujco 2 = y/r v • r v dv=y/Gdv, 

再设曲面 M 的主曲率分别为々 i 和々 2 ，则 


CO\ 




k\OJ = k\ y/EdUjCU2 = ^2 


CO 


k 2 y/GAvy 


dco 1 


CO\ 


CO 1 A 


CO 1 + 


dco 


2 


(V 


CO 


A cv 2 


CO 




VG 


VE 


再计算曲面 M 的结构方程 

da>i — a;? A ct»2 »do>2 ~ u)\ A co\ » 

于是我们得到 

(k\ y/E) v = 一 々2 (V^)v ，（々2 VG) u = k\ (y/Q) u 9 

或 


(k' \ #+(々「 々 2 )(在\ = 0 , 

l(^ 2 ) u •yG + (k 2 -k l )(VG) u =0. 

由于々 J 2 =K== — 1 ，我们可以设 


k\ — tan (pjkz = cot <pyk\ 一 ki 


1 


sin cp • cos cp 


则曲面 M 的结构方程可以简化为 



所以I 是^的函数，是^的函数.现在我们在 m 的坐标曲 

COS (p COS cp 

线上选新的参数仍使得 

d ^= AujArj= 

cos cp 1 wSin (p 
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则对于曲面 M 的新的坐标参数（彡， 7 ) 来说，上述结构方程一定得 
到 满足. 但是 M 的坐标曲线并没有改变<-曲线和 7 -曲线仍然是 
M 的曲率线.现在曲面 M 的活动标架的相对分量将改写成 


o/ = y^Edu = cos cpd^aj 2 = ^/Cjdv = sin cpdr/j 
coi =^d$+<p e dr / 9 

coi = ki cv 1 = sin cpd^oj\ = k 2 co^ = — cos cpArj， 

把这些式子代入曲面 m 的另一个结构方程 

do；? = 一 Koj A (D l —co x f\ oj ? 

则函数 p 应满足下列偏微分方程 


^ 77 = sin cp cos cp 



再作参数变换 

f = s + f ， rj = s^r 19 

同时命 《 = 则 a 应满足下列偏微分方程 

a st = sin a ^ 

这个方程称为 Sine-Gorden 方程.以上分析表明，在高斯曲率 K = 
一 1的曲面上，选取适当的坐标参数以后，它的结构方程就转化为 
上述 Sine-Gorden 方程；反之，给出 Sine-Gorden 方程的一个解 


a(5，/) ，命 (p(s ， t) 






a(sjt ) ，再命 


㈣ ，(宁，宁 )= f (宁，9)， 

把它代入相对分量}(/，）= 1,2,3)的公式以后，再把这些相 
对分量代人活动标架方程： 


3 



dei = y^jcojej Ai = 1，2，3)， 

>=i 

由于结构方程（即 Sine-Gorden 方程）已经满足，所以这个方程是 
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完全可积的，于是通过解这个微分方程，我们得到一个高斯曲率 
K = - l 的曲 面片： 

因此，我们就在负高斯曲率 K =~\ 的曲面 iVf 与 Sine - Gorden 方 

程的解 a = 之间建立了-对应 关系. 

(2) 负常髙斯曲率曲面的切比雪夫坐标网 
设 M 是高斯曲率 K = _ l 的曲面.考虑 M 上以 （ e , 彳)为参数 
的曲率线坐标网，则曲面 M 的第一和第二基本形式分别为 

I = cos 2 ( pd ^ + sin 2 (pdrf , 

II = (sin 史 • cos ( p)(df — dr / 2 ). 

再经过参数变换 + — ？，上面两个式子改写为 

I = d . v 2 +2 cos ad 5 <Jf + d / 2 , 

II =2 sin adsd ，， 

其中 《(.、•，/) 是 Sine - Gorden 方程的解.由于第二基本形式中 ，L = 
/V = 0, 所以 iW 的坐标曲线：5 -曲线和 f -曲线都是曲面 M 上的渐 
近线.换言之， M 上以（ 5 ，/)为坐标参数的坐标网是渐近网，并且容 
易 证明 ： a = 就是坐标曲线（也就是过 M 的每一点的两条渐近 
曲线）的夹角.我们把高斯曲率 K =~ l 的曲面 M 上的上述坐标 
参数 ( s ， t ) 称为 M 的切 比雪夫 （ Chebyshev ) 参数 ，坐标曲线5 -曲线 
和曲线构成的渐近网称为切比 雪夫坐标网 . 同时，我们还可以 
看到： 切比雪夫参数 s 和 t 分别是坐标渐近曲线的弧长. 

必须提醒的一 点是： 切比雪夫坐标网是局部的，它只存在于曲 
面片上.不过，如果高斯曲率 K = — 1的曲面是 完备的 ，则这个曲 
面上的切比雪夫坐标网中的坐标渐近曲线是可以无限延伸的.下 
面我们用反证法来证明这个事实.如果过曲面 M 上一点 P 的坐 
标渐近曲线不能无限延伸.设此曲线是<：(.、•），则存在正数〜，使得 
S<S 0 时， cG ) 有定义，但是不能定义.由于曲面 M 是完备的， 

如果 c (5)( s <. s 。） 有定义，则 lim c (5) 是存在的，我们可以把这个极 

卜 s 0 
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限定义为 c ( h ) ，这事实与上述不存在的假设矛盾. 

由于在高斯曲率 K =~ l 的曲面上局部地存在切比雪夫网， 
对于曲面 M 上的任一点，存在两个切于坐标曲线的渐近方向化和 
t ； 2 . 如果曲面 M 是完备的，我们可 
以整体地在 M 上定义坐标系/: 

R 2 — M 如下 ：固定 M 上一点 P ， 于 
是局部地存在从 P 点出发，切于 
的渐近曲线，也就是坐标曲线， 

这条渐近曲线是可以无限延伸的. 

给岀 U 山 ）6 R 2 , 从 P 点岀发，作 
切于渐近方向的渐近曲线 C (6)， 其中参数5是弧长，在曲线 C(d 
上取一点 C (&); 然后再从点 C ( 出发，作切于渐近方向1/ 2 的渐近 
曲线七 G ) ，其中参数，是弧长，在曲线、 （0 上取一点 rf S() ). 由 
于渐近曲线 C (5) 和、 U ) 都是可以无限延伸的，我们就在完备曲 
面 M 上整体地定义了一个坐标系 如下： 

/ ： R 2 ^M, f(s 0 Uo) = d SQ (t 0 ). 

M . P . do Carmo 严格地证明了 ：“高 斯曲率 — 1的完备曲面上 
用以上办法整体地定义的坐标系的坐标网就是这个曲面的切比雪 

夫坐标网.”（见 M . P . do Carmo ： Differential geometry of curves 
and surfaces ， Prentice-Hall ， 1976). 

有了 do Carmo 的这个结果，我们就可以证明著名的 Hilbert 
定 理:“ 在三维欧几里得空间中，不存在负常高斯曲率的完备 
曲面”.要证明这个定理，我们先 证明： 

引理 高斯曲率 K =_ l 的曲面 M 上，由切比雪夫坐标网中 
两条 s -曲线和两条〖-曲线所围成的四边形的面积小于 2 tt . 

证明 设 M 上的切比雪夫参数为（ 5 ,0,考虑下面四条坐标 
曲线： 

S = Si ， S = S2 jt = t\，t = ， 

其中 S l <S 2 ,tl<t 2 . 它们围成的四边形是 
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( 5 1"2) 


• 图 4 - 36 

D = {/(•、，，）6 M : 6.6 [ 5 、 ， . S* 2 ]，/G [ ， 1 ，， 2 ]}， 

% 

D 的面积 >\( D ) = dA = sin ads A dt 

J L 

彆 

= a ir d 5 A dt 

D 

=z OC C ^2 ，/ 2 ) O ( 5j ，广 2 ) a ( 分 2 ， ,1 ) + ( 5j ，广 i ) ， 

其中 《(.、•,/) 是坐标曲线曲线和 r - 曲线的夹角.设四边形 D 的 
四个内角依次为仏，戌，房，你，则 

A(D) =p\ — (7C — p2 ) — (7C 一 沒 3 ) + 戸 4 ， 

因为尽<71(纟=1，2,3,4)，所以四边形0的面积 

A(DX2tt. 

推论 ( D . Hilbert ,1901) 在 E 3 中不存在负常高斯曲率的完 
备曲面. 

证明我们不妨假定完备曲面的高斯曲率 K = — l .根据 do 
Carmo 的结果，在 M 上整体地存在切比雪夫坐标网.再根据上述 
引理， M 上任意两条5 -坐标曲线和 r - 坐标曲线所围成的四边形 
的面积 <2 tt ， 所以整个曲面 M 的面积是有限的，最多等于 2： r . 但 
是£ 3 中完备的负高斯曲率的曲面（见 §3.4 最后的历史附记的 
Von Mangoldt 定理），它的面积是无限的，于是得出矛盾. 

(3) 伪球线汇和 Bkklimd 变换 
在第二章§ 4. 3中，我们定义了线汇，即双参直线族 
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5 2 




Olsi 


cb ) ck ， 



L : r = a(u,v) +\b(u,v ), 

其中 41 =1 .我们已经指出 ：线汇 中存在两族可展曲面，每一族中 
可展曲面的腰曲线生成一个曲面，称为 焦曲面 .所以，每一个线汇 

中存在两个焦曲面2和2,而且线汇中每一条直线 Z 正好是这两 
个焦曲面的公切线.因此，存在映射 

公切线/使其中一个焦曲面2上的切点对应另一个焦曲面云上的 


切点 P . 

定义线汇/称为伪球线汇，如果上述映射$具有以下 
性质 ：对于 映射 Z 满足： 

(1) |/ ? 一/(尸）|=与 P 无关的常数 r ， 

(2) 2和云在对应点 P 和 /( P ) 处的法向量 A 和 A 的夹角为 

常数 

顾名思义，伪球线汇是与伪球面（即负常高斯曲率的曲面）有 
关的.下面的定理说明了这 一点： 

定理 O ^ C klund ，1880) 伪球线汇的两个焦曲面2和2有相 
同的负常高斯曲率 K = — 

r 

证明在曲面2上取活动标架{〃，&，&，々}，使得 h 是2和 

2的公切线的方向，^是2的法向，则 f 上对应的活动标架是 

T = Ur ) = r + re " 

召1 = 幻， 

e 2 = cos ze 2 + sin re 3 9 
e 3 =—— sin r^2 +cos re 3 . 

设 2 和 2 的活动标架的相对分量分别是，以 } 和{以，3 }(D = 1， 
2,3)，所以 



dr = CO\€i +[ 2 忑 2 ， 
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但是另一方面 


dr=dr J rrde l = W e x +co 2 e 2 ) + r(aji e 2 +coie 3 ), 


于是我们得到以下关系式 


CO —CO 


cv 2 cos t=cv 2 ^hrcvi 9 


a 7 2 sin r 


因此，焦曲面 2 的活动标架的相对分量必须满足关系式 


Cl) 


2 I “ 2 ____3 


+ roj\ =厂 cot 


现在我们来计算焦曲面 2 和 2 的高斯曲率 

COl !\ (Jt)\ = Kco 1 A CO 2 9CO1 A CV 2 = K(V l A CO 2 ^ 


设 

则有 


co 3 i 


1 + buj 2 9CV2 = boo 1 + ccv 2 y 


d A P = ^ T ?" 1 A ^ 


hr 


CO 


sin 


1 八 o /， 


根据 （*) 式 


—3 

COl 


( d^i ,^3 ) 




— sin r o；i + cos t • co\ 


sin r 


COI + 


COS T 


r 


• tan r • (o ; 2 + 


2 


— sin 


2 


( 2 ，必 3 ) = 以， 


A ^2 


sin 


2 A C02 =~ —sin t co l f\ 


所以焦曲面 2 的高斯曲率是 


K 


m A a；2 

G 1 八 o； 2 


sin 2 r 


交换焦曲面 2 和2,用同样的方法可以证明 


K =- 


sin 2 
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定理证毕. 

根据 Bkkltmd 定理，一个伪球线汇的两个焦曲面具有相同的 
负常高斯曲率尺=一^，因此，它们的结构方程是相同的，都是 

r 

Sine - Gorden 方程；反过来， Sine - Gorden 方程的两个解 a 和5又分 
别确定了两个具有相同常高斯曲率 K =- l 的曲面（注意 ：调整 
长度 r 可以使 r=sin r ). 这就给岀了一个研究 Sine - Gorden 方程 
的解的途径.给岀了 Sin ^ Gorden 方程的一个解《，我们可以寻 
找一个途径得到 Sine - Gorden 方程的另一个解这就是 
Backlund 变换 . 

J 习 题令 

^ „ _ 4 

下列一系列习题把等宽曲线概念推广到曲面上.设 M 是卵 形面： 

1. 如果点 P 6 M ， 求证存在 M 上惟 一一 点戸=/\使得 P 和 P 的切平面 
互相平行. 

2. M 上具有第一题所述性质的一对点 P 与 P ， 在此两点处的切平面之 
间的距离设为 A 若当尸遍取 M 上所有点 d 值为常数，则此曲面称为等宽 
曲面. P 与 P 称为相对点.试证等宽曲面 M 上相对点的连线是 P 点（或 P 
点）的法线. 

3. 证明等宽曲面 M 上相对点处的主方向互相平行. 

4. 设 P 和 P 是等宽曲面 M 上的一对相对点， r , 是 P 点的主方向，对应 

的主曲率是 h ，/* 是 P 点的主方向，对应的主曲率是 I ，求证^ + ^■是与尸 

皮 1 k x 

点无关的常数. 

5. 对于等宽曲面 M ， 证明 

HdA = 2nd , 

M 

其中 d 是相对点处切平面间的 距离. 
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§4 完备曲面的比较定理 


4.1 完备曲面上的极坐标系 

给出一个完备曲面 

M : r=r(u,v)^i r=r(u l 9 u 2 ) 

P 是 M 上固定一点， 7 VM 是 M 在 P 点的切平面.对于 
T P M ，存在唯一的一条从 P 点出发，切于 t ； 的测地线.由于 M 是 
完备的，这条测地线是可以无限地延伸的.我们在 M 上引进一个 
坐标系 ：它的 《-曲线常数）是所有从 P 点出发的测地射线， 
它的 v 曲线 U = 常数）是这一族测地线的正交轨线. （即： 命第一 
基本形式的系数 F =0). M 上的这个坐标系称 为：以 P 点为原点 
的极坐 标系. 对于 M 上的这个坐标系，我们把参数改写成 
( rA )， 然后再选 r 为测地射线 （0= 常数）的弧长，于是曲面 M 的度 
量（即第一基本形式）就简化为 

ds 2 = dr 2 + G(r 9 0)dd 2 , 

由于度量必须是正定的，所以我们总假定 G ( rj )>0. 

引理 对于曲面 M 的极坐标系 来说： 

VG(0,6) = 0,(VG) r (0,d) = 1. 

证明 在极坐标系的原点 P 的附近，曲面 M 的度量趋近于 
曲面在 P 点的切平面 TpM 上的欧氏度量，即 

ds 2 = dr 2 + r 2 d^ 2 ， 

所以， /*-►() 时 

y/G(0,9) = lim y/G(r,0) = lim(r) = 0, 

r—^0 r—O 

(\/G) r (O,0) = lim(\/G) r (r,0) = lim^^ j = 1. 

对于 M 上的极坐标系来说，曲面的 Christoffel 系数和高斯曲 
率分别为 
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= 0 9 jTi2 = 

= 0 ，厂 = ~ 

Gu 

2 ’ 

r ?! 

= 0 ， jp?2 = 

一 Gw 一 

一 2 G An 一 

Gu 
= 2 G * 


IT - _ 1 / f 7 ^\ — 1 d 2 ^/G _ 1 d 2 y/G 

八 —— ~) uu — — -7=^ ~2 ~ — — 一" T ~2 ~ • 

Vg Vg Vg dr 

定理 给出一个完备曲面 M ， 它的高斯曲率 = 常数 h 则它的 
度量在极坐标系下的表示式是 

d/ = dr 2 +Sn 2 k (r)d^ , 

其中 

-^― sin (yfkr) , 是〉 0 ， 

yfk 

Sn k (r) = -< r y 々 = 0 ， 

— — —— sin h( J— kr) ， 々 < 0. 

证明 根据引理中的初始条件，解常微分方程 


a 2 Vg 

dr 2 


H - k \fG = 0 ， 


就可以直接得到以上结果. 

给岀曲面 M 上的一条测地线 

ff ： r = r ( s ) = 0(5) 或 m * = m ’ G ) (i = 1,2), 


其中参数5是弧长.它满足测地线方程 


d 2 u l 

"dT" 


2 


2 n 


i，k 


du J du k 
cb ds 


0 


(f = 1,2), 


其中，第一个方程可以简写为 


d 2 


d / 


1 

2 


3 G \ /dd 


)( 


2 


dr ) \ d 5 


0 或 


d 


1 ! dG \ I Ad 


cU 2 


2 


差 )( 


2 


ds 


注意： 测地线 a 的单位切向量是 


dr 

ds 


dr dr , dd 3 r 
dr SO 
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与径矢的夹角的余弦 cos a . 

4.2 比较定理 


定理给出常数 々和可 微函数 A ( r )， 满足下列微分不等式 


dA 

dr 


+ A 2 <一々(或尝 + A 2 >一々)， 


而且函数 A ( r ) 满足下列初始 条件: 

r — 0时， A ( r ) 

则函数 A ( r ) —定满足下列不等式 


7 + 0㈠ ， 


A ( r ) < 


Sn k \r) 

Sn k Cr) 


(或 AO ) > 


Sn f k (r) 
Sn k Cr) 


证明把上述不等式改写成 


—dA 
X 2 +k 


> dr (或 


dA 


X 2 +k 


^ dr 


两边积分后，得到 


— dA 


0义 2 + (在) 2 


> r (或 


—dA 


oa 2 + ( V ^) 2 


< r ) 


(1) 々= 0的 情形： 根据给定的初始条件 


lim 


A (0) —o AO ) 


lim ( r ) = 0. 

r -^0 


r -dA 


0 


A 


AO ) 


0 


A ( r ) 


> r (或 


"- dA 


0 


A 


< 
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A(r) < 


(或 A(r) ^ y 


Sn\(r) 

Sn k (r) 

Sy? 、（ r) 
Sn k (r) 


(k = 0) 


(k = 0) 


(2) A>0 的 情形： 根据给定的初始条件 


/A(0)\ 

arccot(-^-j 


lima r ccot( A -f 

r—0 V y/k 


j 水 rr 

)=li^arccot ) 


limarctan ( 在厂 ）= 0, 


0 


r -dA 
o A 2 + ( 在 ) 2 


1 ./ A ( r ) 

f 八 a 


1 t / A ( r > W 

7 T rccot U > 


w :4 




A(r) 


arcco H vf ^ 


所以 


A(r) <V^cot ( 在厂） 


^/kcos(yfkr) Sn f k (r) 


sin(vTr ) 


Sn k (r) 


(k > 0) 


(或 A(r) ^ \fkco\{yfkr) 


Sn\(r) 

Sn k (r) 


(k>0) 


(3) 々 <0 的情形 ：把上 述积分改写为 


广 -dA 

oa 2 -( v^) 2 










积分后得到 


ln f A+^I| r > 2 y^ r ^ ln A±vS| r < 2 ^kr) 

,A — V— 々 J 0 l A — /— 々 Jo 

根据给定的初始 条件： 


A(0) + \/ —k 




lim In 


A(r) + yj—k 


A (0)— y/—k I ” 0 I A(r)— \/—k 




lim In 


r -^0 


l/r+y^I 
l / r-^k 
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lim In 


o 


\-\~ y / — k \ 
l-V^i 


ln(l) 


所以 


r _ 

In X -±^K ^2 

A — V— k A — y/— k 


A(r) < 


2 y/-kr 2 

^ V^kr _ 1 

(或 A(r) > 


h( ^/— kr) Sn f k (r) 


cos m V— 纪 r ) 
sin h( y / — kr) 

i 2 ^ r + 1 = Sn\dr) 
i 2 ^ /=Tr — 1 Sn k (r) 


Sn k (r) 


(々<0) • 


(々<0) 


证毕 • 


推论设完备曲面 M 的高斯曲率常数^(或，则 


有不等式 




y/G V 


Sn f k (r) 
Sn k (r) 


^G\ 1 d y/G ^ Sn f k (r) 




「 ZCxWr / ( 

证明命⑹=古誓 ’ 则 


dr 




Sn k (r) 


dA 

dr 


+ A 2 


1 d 2 7G 

7 s 扣 2 


一 K ^ — 是 ( 或尝 + A 2 = — K ^ — k j 9 


根据第 1 小节的引理， r —0 时，1，所以 


1 . 1 ^ y/G 

lim —— —— 

叫 sfG dr 

因此，函数 A ( r ) 满足上述定理对初始条件的要求，根据定理就可 
以直接推出所求的不等式.证毕. 

定理（比较定理）给出常数々和两个可微函数 〆 /) 和 
它们分别满足下列微分不等式和微分 方程： 

< p \ t )+ k ( pU ) ^ 0( 或 cp \ t )+ kcpit ) < 0), 
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f 〃⑴ + ㈣ ）= 0， 

而且这两个函数满足相同的初始 条件： 

<p(0) = ^( 0 ) ,<p r (0) = 歹 ’( 0 )， 

则下列不等式 成立： 


( pit ) ^ (或 ( pit ) ^ ( pit )), 

证明命/(£)= 〆 ⑴ f ⑴一 〆 Of ’ u )， 微分后得到 

f \ t ) = cp \ t )( pit ) — cp { t ) cp ； \ t ) ^ — kcp { t ) cp { t ) k ( p { t )( p (^ t ) = 0 

(或 /⑴ <0)， 

但是， /(0)=/(0) f (0)— p (0) f ⑴=0,所以 

fit ) >0 (或/(0<0)， 


再命 g ⑴=9⑴/歹⑴（歹⑺ #0) ，则有 


/ 一/ 

—— (p • (p 


/⑴ =— _ 2 _ 

<p ? 

由于容 ( o ) = 〆 ()）/歹 (0) = 1, 所以 


>0( 或 〆 ⑴ <0)， 


gdt) = > 1( 或公⑴ =< 1)， 

歹⑴ V (pit) / 

定理证毕. 

附记： 比较定理的关 键是: 假定比较函数 私0拉 不过，如果9 
(0 在定义域内只有个别零点，我们可以用微扰的方法去消除它们 


(参阅 P . Peterson : Riemannian geometry , 1998, Springer - Verlag , 


p . 324). 

考虑差函数 / U )= 〆 /) 一歹 ( r )， 它满足微分不等式 
f \ t )+ kfdt ) >0(或/"(0+々/(0 <0)， 

满足初始条件: /(0)=史(0)— 歹(0)=0，/’(0)=9(0)—歹’(0)=0. 

我们只考虑々>0的情形.把函数 / U ) 稍加变化变成 fU ), 
使得初始条件稍加 变化： 


/(0) = e 〉0，/’（0) =3〉0, 


再把比较函数 / G ) 所满足的微分方程也稍加变更 
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冬 1 4 一 38 


命题 （常高斯曲率的完备曲面的余弦定律） 

(1) k = 0 ja 2 = b 2 + c 2 ~2 bccos A , 

(2) ^>0, cos ( vT « ) = cos (\/ kb ) cos ( y / kc ) + 
sin ( V ^^) sin (\/ Tc)cos A , 

(3) 々< C 0 ， cos h ( \/— k a ) = cos h ( y / — k b ) cos h ( \ f~~kc ) — 
sin h ( \ f — kb)^\n h ( \/— kc )cos A . 

其中，々= 0时， M 是平面 R 2 ；^>0 时， M 是半径为的球 面；々 

<0 时， M 是半径为(-^)的虚球面. 

证明 可以 査阅： 周建伟《解析几何》，高等教育出版社，§ 3. 5 
和 § 6. 3. 

现在，我们要利用 §4.2 中的比较定理，把以上这些余弦定律 
推广到一般的完备曲面. 

定理 （完备曲面上的余弦定律）设 M 是完备曲面，它的高斯 
曲率常数 hAPQ 尺是 M 上的测地三角形， 

d ( PQ ) = b , cUQR ) = c , ZPQR = A 9 

再设 c /( PK )= a ，则有下列不 等式： 

(1) k = 0, a 2 ^ b 2 + c 2 — 26 ccos A , 

(2) A 〉0， cos (在 a )> cos (在 6) cos (在 c ) + 

sin (在 6) sin ( v ^ c)cos A ， 
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(3) A<0，cos h( yf—ka Xcos h( 々办 ） cos h( \/ — kc ) — 
sin h( \J — kb)sin h( y/— kc)cos A ， 

其中 k > o 时，我们 要求: 



图 4-39 

证明在曲面 M 上，取以 P 点为原点的极坐标系.再命 a 是 
从 Q 点出发通过尺点的测地线，以弧长5为 参数. 

(7： r=r(s) ,0=6(s) 


则有: r(0) = cUPQ) = b,rU) =cI(PR) =a. 

(1) 々= 0的情形 ：考虑 定义在 a 上的函数 

/(5) = W(P ， (T(5))) 2 = (r(5 )) 2 ， 

微分两次得到 

f\s)=2r(s) - r’ （ 5), 
f\s) = 2(r\s)) 2 +2r(s) - r"(6), 

根据 §4. 1 中测地线 a 的第一个方程和比较定理 1 的推论 

r 〃 ( 5 )= ^r = 丄 • G (^) 2 = G ( de\ 

d.s 2 2 Sr V / S”“r) ㈣ V ds ) r \ / 

/w((^ +G (f)> 2 ™=, 

于是我们得到函数 / U ) 所满足的微分不等式 

积分两次后，我们得到 

/(5)</(0)+/ ，（ 0) 出 2 ， 
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其中 


/(0)=(厂(0)) 2 =6 2 ，/(0)=2厂(0) • r ’(0) 

= 26cos(7r — A) = — 26cos A. 

注意，在 §4. 1 末，我们已说 明： 〆 （0) 是测地线〃在 Q 点的切方向 
和径矢 m 的夹角 7 T - A 的余弦. 

所以 

f(s)^ ： b 2 — 2bscos A + 5 2 , 

命 s = c,f(c) = (r(c)) 2 =a 2 ，代入上式后就得到余弦定律 （1). 

(2) 々>0的情 形：设 a 是完备曲面 M 上的测地线，考虑定义 
在 a 上的函数 

f(s) =COS(V^/ (P ， CT(5) ) ) =COS(V^V(5 )) ， 

微分两次得到 


f ， (s) = —\/ksin(^/kr(s)) • r’ （ s ) ， 

/’’（ 5 ) = - 々 cosd(5))(r’ （ 5)) 2 —v^sind(5)). r\s) 


根据测地线 a 的第一个方程和比较定理的推论 


•” （ s) 


d 2 


d.s 2 


1 

2 


dG 



k 


cos (yTr (5 )) 
s\n(\fkr(s )) 


36y ^Sn k (r) 
Ts) 〜 Sn k (r) 

r , 獻 2 

G ， d ^ 


k>0 


< 2 


所以 


f \s)^ — kcos( ： /kr(s )) 






= —kcos(\fkr(s )) = ~kf{s). 

于是，我们得到函数 /(.、•) 所满足的微分不等式 

f\s)+kf(s)^0. 

为了应用比较定理，我们把这个微分不等式和常高斯曲率砑 
上相应的微分方程相比较.命 M 是高斯曲率 常数々 的完备 
曲面.在 M 上作测地三角形八户0及，使得 


caPQ) = d(PQ)=b 9 d(QR^=cJ(QR)=c,ZPQR = ZPQR = A, 

• 339 • 



再设在 M 上取以戸为原点的极坐标系，设5是从 G 
点出发通过反点的测地线 

ff：r = r(s) 9 J = a(s) 9 


其中参数 . s •是歹的弧长.由于 cUQR )= d ( QR ) ，所以 a 和？有相同 


的弧长参数6、注 意:？ (0)= c /( PO )=6,7( c )= c /( 所 ）=5. 
考虑定义在测地线5上的函数 

fCs)=COs(y/kd (P ) =COS ( 在尸 ( 5 )) ， 

微分两次得到 

f '(s) = —\/ksin(y/kr(.s)) • r'is ) , 
f n (s) = — kcos(y/kr(s) )(r\s)) 2 —y/ks\n(yfkr(s) ) •〆 ’(《）， 


根据测地线 a 的第一个方程和 § 4. 1 的定理中 M 的度量的表示式 


(S 




Sn k (r) 


4 k 


sin 


(y/kr) 



r ff (s) 




d 2 r 

d7 


VSd) 


i ^ Vg 



在 cos(yTr) 

sin(yfkr) 




f’\s、= — kcos(yfkr(s )) 


dr 

d 5 


—kcos(^/kr(s )) 



kcos(y/kr(s )) 



+ G (^) ) = -^ cos ( vTr (5)) 


= ~kf(s). 


于是我们得到函数 / G ) 所满足的微分方程 

f\s)+kf(s)=0. 

把函数 /(. s ) 的微分不等式和函数的微分方程相比较，由于它 
们的初始条件相同 
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/(0) = 7(0) = cos ( y/kb ),/(0)=7(0) = - V ^ sin ( v ^6 )cos A , 
根据比较定理，我们得到下列不等式 

/(5)»5). 


隐比较函数7一 W ， 当心=点时 为零. 
但是比较定理要求 7(5)^ o . 这个缺陷可以通过变动 7(5) 的方法 


去消除详见§ 4. 2 最后的附记.不过，我们还须要求 r (5)< 


丌 


所以，我们在定理的最后，对于⑽情形，添加了 ^的 


条件 • 


命 s = cjf ( c ) = cos (^ lkr ( c ))= cos (^ fka ) 9 f ( c )= cos (^ fkr ( c )) 

= cos (\/ Ta ) ^ 

所以 

cos (在 a )> cos (在歹）， 

再根据上面命题中的余弦定律（2)，代入上式后，我们就得到定理 
中的不等式（2)，即 


cos (y/k a ) > cos (y/kd )= cos (y/kb )cos (yfk c ) + sin (/k6 )sin (yjkc)cos A . 


(3) k <0 的 情形： 对于这个情形，我们把完备曲面 M 和半径 


为_的虚球 面砑相 比较.分别在 M 上的测地线 a 和 A ? 的测地线 


J 上定义函数/⑴和 7(5) 如下： 

/( s ) = cosh ( y/ — kd (P ,cj(s) ) = cosh ( \/—kr{s )) ， 
f(s) = cosh ( — kd (P yd(s) ) = cosh ( y/ — kr(s )) ， 

分别微分两次，再根据测地线 a 和测地线 ( f 的第一个方程，再利用 

比较定理的推论和§ 4. 1的定理中虚球面 M 的度量，就可以得到 

函数 / G ) 所满足的微分不等式和函数 7(5) 所满足的微分方程. 
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由于函数 /(. V ) 和 7(5) 的初始条件相同，应用比较定理（注意 7 关 
0)，我们就可以得到不等式 

/(.0</(5). 

命 5 = c ，/( c :)= cosh ( \! — k r (c)) = cosh ( \J—k a ) , / ( c* )— 

cosh ( \/—( c )) = cosh ( y /~ ka ) ，再利用上述命题中的余弦定律 
(3)，我们就得到所求的不等式 

cosh( \f-~ka Xcosh( — ka) 

= cosh( y/ —— ^6)cosh( \/ — kc) 一 sinh( y/ — 々 6)sinh( \f~~kc )cos A ， 

定理证毕. 

推论 （ Toponogov 定理， 1959) 设 M 是完备曲面，它的高斯 
曲率>常数 APQ 只是 M 上的测地三角形， 6/( PQ )=6， d ( Q 尺）= 

c . 在 K = A 的常高斯曲完备曲面 M 上作相应的测地三角形 

及，使得 以 (颂 ） =c/(QZO= c ，则 有： 

(1) 如果 = = 

(2) 如果^两 ）= d ( i ^)= a ，则 

证明 （1) 命尺 ）= a ， d (两）=3,根据上述定理，对于々 
的不同情形，我们分别有不等式 

a 2 ^ a 2 ，cos (在 a) > cosiyfka) ,cosh( y/ — ka ) ^ cosh( -/ 一 ka ) ， 

其中纟 >0 时要求所以不论是哪一种情况，都有 

4 k 

a a. 

(2) 命/尸(3尺=八，/戸0反=^，则曲面]^和砑的余弦定律 
分别为 

々 = 0 ， “ 2 《 b 2 + c 2 ― 2bc cos A,a 2 =b 2 ~\~c 2 — 2bc cos A 

k^>0, cos(.-/ka )^cos(\fkb)cos(\fkc) s'm(.y/kb)sin(,yfkc)cos A, 

cos(y/ka ) =cos(^/kb)cos(y/kc) + sin(,y/kb)s\nC\fkc')cos A , 
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k<CO , cosh ( \J—ka Xcosh ( 々心） cosh ( \/— kc )~ 

sinh ( \/ — 々6) sinh ( \ J — kc)cos A , 
cosh ( y/~ka ) = cosh ( V — 々心） cosh ( y /— kc ) — 

sinh ( v ~^^) sinh ( \/ — kc)cos A . 

因此，不论是哪一种情形，都有 

cos A ^ cos A , 

所以 A > A . 证毕. 

对于高斯曲率 常数々 的完备曲面，有类似的余弦定律和 
Toponogov 定理.留给读者自己来表述，并加以证明. 

附记 ：在这 一节中，所有的结果的证明，都有一个前提， 就是: 
在曲面上可以建立极坐标系，尽管曲面是完备的，但是高斯曲率大 
于零时 ，一 般来说，不可能在曲面上整体地建立极坐标系，因此我 
们的结果还是局部的.要大范围地证明 Toponogov 定理，必须先 
把测地三角形剖分得小一些，先局部地证明，然后再把局部的结果 
拼接成整体的(参阅： I . Chavel : Riemannian geometry , 1993, 
Cambridge Univ . Press , p . 331). 

j 习 题丨 

1. 完整地 证明： 々<0时的完备曲面的余弦定律 （3). 

2. 用证明完备曲面的余弦定律的方法，去证明常高斯曲率曲面的余弦 
定律. 

(提示 ：把定 理证明中比较函数六 s ) 所满足的微分方程直接求解 .） 

3. 如果完备曲率 M 的高斯曲率常数 h 假定测地三角形在可建立极 
坐标系的范围内，试叙述相应的余弦定律和 Toponogov 定理，并加以证明. 
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名词索引 


Backlund 变换 

329 

Cartan 引理 

191 

Christoffel 符号 

132 

C* 类曲面 

61,287 

Cohn-Vossen 定理 

305 

Dupin 指标线 

92 

E. Beltrami 

182 

Knneper 定理 

236 

Euler 公式 

101 

Fary-Milnor 定理 

279 

Fenchel 定理 

271 

Frenet 标架 

33 

Frenet 公式 

37 

Frobenius 定理 

199 

Gauss-Bonnet 公式 

158 

Gauss-Codazzi-Mainardi 公式 

135 

Gauss 曲率 

102 

Gauss 映射 

110 

Grassmann 代数 

185 

Green 公式 

196 

Hadamard 定理 

294 

Hilbert 定理 

325 

Hopf-Rinow 定理 

319 

J. Bolyai 

182 

J. Douglas 

170 
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J. Plateau 

170 

Klein 模型 

183 

Levi-Civita 平行移动 

163 

Liebmann 定理 

301 

Meusnier 定理 

90 

Minkowski 积分公式 

303 

Pfaff 方程 

199 

Pfaff 形式 

191 

Poincare 模型 

183 

Poincar6 引理 

197 

R. Osserman 

170 

Riemann 

135 

Riemann 曲率 

135 

Rodrigues 定理 

97 

Sine-Gorden 方程 

323 

Stokes 公式 

195 

Toponogov 定理 

342 

T. Rado 

170 

W. Blaschke 

244 

W. Scherrer 

285 

Weingarten 方程 

135 

Weingarten 曲面 

297 


B 

半测地坐标网 152 



包络 121 

保角变换 79 

比较定理 334 

C 

测地挠率 233 

测地曲率 146 

测地线 149 

常高斯曲率的曲面 172 

D 

等距变换 77 

等宽曲线 262 

等周不等式 257 

第二基本形式 84,231 

第三基本形式 110,234 

第一基本形式 69,230 

G 

光滑曲面 61 

光滑曲线 17 

H 

活动标架 218 

活动标架法 226 

J 

极小曲面 169 

极坐标系 330 

简单曲面 57,286 

简单曲线 13 


焦曲面 327 

K 

可展曲面 120 

L 

卵形面 294 

卵形线 260 

罗巴契夫斯基 182 

罗氏几何 178 

罗氏直线 178 

N 

烧曲线 44 

内蕴量 78,231 

内蕴性质 75 

P 

平行移动 161，237 

Q 

切比雪夫参数 324 

切比雪夫坐标网 324 

曲面的参数方程 58 

曲面的初等区域 57 

曲面的法截面 89 

曲面的法截线 89 

曲面的法曲率 90 

曲面的法线 64 

曲面的概念 57 

曲面的刚性 301 
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曲面的共轭方向 94 

曲面的基本方程 132 

曲面的渐近方向 93 

曲面的渐近曲线 93 

曲面的渐近网 94 

曲面的拋物点 93 

曲面的平点 93 

曲面的平均曲率 102 

曲面的脐点 97 

曲面的切平面 62 

曲面的球面表示 110 

曲面的曲纹坐标网 60 

曲面的双曲点 93 

曲面的图册 286 

曲面的椭圆点 93 

曲面的圆点 97 

曲面的正常点 61 

曲面的主方向 96 

曲面的主曲率 100 

曲面的坐标函数 286 

曲面的坐标曲线 60 

曲面的坐标域 286 

曲面论的基本定理 140 

曲面上的共轭网 95 

曲面上的曲率线 98 

曲面上的曲率线网 99 

曲面上的正交曲线族 73 

曲面上曲线的弧长 69 

曲面上一族曲线的正交轨线 74 

曲面域的面积 74 

曲线的参数表示 
曲线的法面 
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曲线的副法向量 

33 

曲线的概念 

13 

曲线的弧长 

23 

曲线的基本三棱形 

34 

曲线的角点 

244 

曲线的密切平面 

29 

曲线的密切圆 

43 

曲线的挠率 

40 

曲线的切线 

18 

曲线的切映射 

246,268 

曲线的曲率 

38 

曲线的曲率半径 

43 

曲线的曲率中心 

43 

曲线的旋转数 

248 

曲线的正常点 

17 

曲线的主法向量 

33 

曲线的自然参数 

27 

曲线的自然方程 

48 

曲线论的基本定理 

48 

全挠率 

282 

S 

双曲螺线 

28 

四顶点定理 

260 

T 

凸曲线 

251 


W 


15 外乘 187 

22 外微分 193 



外微分形式 


193 

映射 

13 

外形式 


190 

余弦定律 

337 

伪球面 


175 

圆柱螺线 

18 

伪球线汇 


327 

圆柱面 

58 


X 


Z 


线汇 


129 

张量 

135 

悬链面 


78 

正规曲线 

246 

悬链线 


28 

正螺面 

71 

旋转面 


59 

正则曲线 

17 


Y 


直纹面 

115 



直纹面的腰曲线 

119 

曳物线 


174 

直纹面的直母线 

116 

一 般螺线 


52 
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